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ABSTRAK
Misalkan G adalah sebuah graf nontrivial dan terhubung dengan himpunan simpul
V (G), himpunan sisi E(G) dan S ⊆ V (G) dengan simpul v ∈ V (G), jarak
antara v dan S adalah d(v, S) =min{d(v, x)|x ∈ S}. Untuk sebuah partisi
Π = {S1, S2, S3, ..., Sk} dari V (G), representasi simpul v terhadap Π didefinisikan
oleh pasangan r(v|Π) = (d(v, S1), d(v, S2), ..., d(v, Sk)). Partisi Π disebut partisi
pembeda dari G jika semua representasi dari setiap simpul v ∈ V (G) berdeda.
Kardinalitas minimum dari partisi pembeda disebut dimensi partisi dari G dan
dinotasikan sebagai pd(G). Ragam lain dari konsep dimensi partisi yaitu dimensi
partisi bintang. Misalkan Π = {S1, S2, S3, ..., Sk} disebut partisi pembeda bintang
jika setiap kelas-kelas partisi Si, 1 ≤ i ≤ k menginduksi sebuah graf bintang di
G dan semua representasi dari setiap simpul v ∈ V (G) berdeda. Kardinalitas
minimum dari partisi pembeda bintang disebut dimensi partisi bintang dari G dan
dinotasikan sebagai spd(G). Dalam Penelitian ini, kami akan menentukan dimensi
partisi dan dimensi partisi bintang dari graf hasil operasi produk comb. Operasi
comb dinotasikan .. Untuk graf G dan H , graf hasil operasi comb G . H didefin-
isikan sebagai graf yang diperoleh dengan mengambil satu duplikat G dan |G|
duplikat dari H dan melekatkan simpul u dari masing masing graf H duplikat ke-i
pada simpul ke-i dari graf G. Misalkan G dan H adalah graf terhubung meliputi
lintasan, lingkaran, dan graf lengkap.
Kata kunci: Partisi pembeda, partisi pembeda bintang, dimensi partisi, dimensi
partisi bintang, operasi comb
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ABSTRACT
Let G be a nontrivial and connected graphs with vertex set V (G), edge set E(G)
and S ⊆ V (G) with vertex v ∈ V (G). The distance between v and S is
d(v, S) =min{d(v, x)} for x ∈ S. For an ordered partition Π = {S1, S2, S3, ..., Sk}
of vertex set V (G), the representation of v with respect to Π is defined by the
ordered r(v|Π) = (d(v, S1), d(v, S2), ..., d(v, Sk)). The minimum cardinality of
resolving partition is partition dimension of G, denoted by pd(G). A variant
of partition dimension concept called star partition dimension of a graph. Let
Π = {S1, S2, S3, ..., Sk} be a star resolving partition for G if each partition class
Si, 1 ≤ i ≤ k, induces a star in G and all representation of vertices v ∈ V (G) are
unique. The minimum cardinality of resolving partition is a star partition dimension
ofG, denoted by spd(G). In this research, we determine the partition dimension and
star partition dimension of comb product of graphs. For graphs G and H , the comb
product G.H is defined as the graph obtained by taking one copy of G and |V (G)|
copies of H and grafting the i-th copy of H at the vertex o to the i-th vertex of G.
In this work G and H are restricted to path, cycle and complete graph.
Keywords: Resolving partition, star resolving partition, partition dimension, star
partition dimension, comb product
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BAB I
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang
Matematika berkembang sangat pesat sehingga Matematika sering dipakai
untuk menyelesaikan berbagai permasalahan di banyak bidang. Matematika terdiri
dari beberapa cabang ilmu, diantaranya Aljabar, Geometri, Statistika, Probabilitas
(peluang), Matematika Teknik, Matematika Komputasi, Matematika Ekonomi,
Matematika Diskrit, Sains Komputer dan lain sebagainya. Salah satu cabang
matematika yang menarik untuk diteliti lebih lanjut adalah matematika diskrit
dengan fokus kajian pada teori graf. Graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan
(V,E) yang ditulis dengan notasi G = (V,E) dengan V adalah himpunan tidak
kosong simpul (vertex), sedangkan E adalah himpunan sisi, boleh kosong, yang
menghubungkan sepasang simpul. Untuk selanjutnya, suatu graf dapat ditulis
dengan notasi G, tanpa menyebutkan himpunan simpul dan sisinya.
Teori graf pada mulanya dikembangkan oleh Leonhard Euler pada tahun 1736 di
Jerman. Pada saat itu terdapat empat daerah yang dihubungkan oleh tujuh jembatan
di atas sungai Pregel di Konigsberg Jerman. Leonhard Euler mencoba membuktikan
kemungkinan mengunjungi empat daerah yang terhubung oleh tujuh jembatan,
melewati setiap jembatan tepat satu kali dan kembali ke tempat asal. Permasalahan
Jembatan Konigsberg dapat direpresentasikan dengan graf, dengan merepresen-
tasikan keempat daerah itu sebagai simpul (vertex) dan ketujuh jembatan sebagai
sisi (edge) yang menghubungkan pasangan simpul yang sesuai. Berikut disajikan
masalah tujuh jembatan representasi pada graf. (Gambar 1.1)
Salah satu topik yang menjadi kajian dalam teori graf adalah dimensi metrik
dan dimensi partisi. Dalam artikelnya, Slater dalam Imran dkk (2012) menyebutkan
suatu himpunan dengan sebutan locating set yang sering dikenal dengan himpunan
pembeda (resolving set). Selanjutnya, Chartrand dkk (2000) mengenalkan konsep
partisi pembeda yang serupa dengan himpunan pembeda suatu graf. Chartrand
dkk (2000) melakukan pengelompokan simpul di graf G ke dalam sejumlah kelas
partisi dan menghitung jarak setiap simpul di G terhadap semua kelas partisi
untuk mempresentasikan setiap simpul pada graf G. Salah satu aplikasi dari
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Gambar 1.1: (a) Jembatan Konigsberg (b) Graf yang Merepresentasikan Jembatan
Konigsberg
himpunan pembeda yaitu representasi senyawa kimia dan navigasi robot (Khuller
dan Raghavachari, 1996).
Representasi dan klasifikasi senyawa kimia adalah salah satu masalah yang
dihadapi oleh para kimiawan. Permasalahan ini dapat diuraikan sebagai berikut:
Pertama, bagaimana merepresentasikan dua atau lebih senyawa kimia yang
mempunyai rumus kimia sama tetapi memiliki struktur berbeda. Kedua, bagaimana
merepresentasikan dua senyawa kimia yang mempunyai rumus kimia berbeda tetapi
mempunyai struktur yang sama. Dalam reaksi kimia, struktur senyawa kimia
menentukan karakteristik senyawa yang direaksikan. Representasi memudahkan
klasifikasi sebuah senyawa kimia. Johnson dalam Darmaji (2011), adalah seorang
kimiawan pada sebuah perusahaan farmasi, menggunakan konsep himpunan
pembeda dalam mengklasifikasikan senyawa kimia. Dengan konsep ini, senyawa
kimia direpresentasikan secara unik sebagai objek matematika. Senyawa kimia
direpresentasikan dalam bentuk graf dengan simpul graf menyatakan atom dan sisi
graf menyatakan ikatan valensi antara dua atom.
Misalkan S ⊂ V (G) dan simpul v di G, d(v, S) adalah jarak antara v dengan
S didefinisikan sebagai d(v, S) =min{d(v, x)|x ∈ S}. Untuk k−partisi dari
Π = {S1, S2, S3, ..., Sk} dan simpul v dari V (G). Representasi dari v ∈ V (G)
terhadap Π adalah k−vektor r(v|Π) = {d(v, S1), d(v, S2), ..., d(v, Sk)}. Jika untuk
setiap dua simpul berbeda u, v ∈ V (G) berlaku r(u|Π) 6= r(v|Π), maka Π disebut
partisi pembeda dari V (G). Partisi pembeda Π dengan kardinalitas minimum
disebut partisi pembeda minimum dari G dan partisi pembeda minimum dari G
disebut dimensi partisi yang dinotasikan dengan pd(G). Variasi lain dari partisi
pembeda adalah partisi pembeda bintang. Π = {S1, S2, S3, ..., Sk} adalah partisi
pembeda bintang dengan setiap kelas-kelas partisi Si untuk 1 ≤ i ≤ k mengin-
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duksi subgraf bintang. Partisi pembeda bintang dengan kardinalitas minimal disebut
dimensi partisi bintang yang dinotasikan spd(G).
Dalam papernya, Chartrand dkk (2000) menunjukkan bahwa pd(G)= 2 jika
dan hanya jika G adalah graf lintasan (Pn) dan pd(G)= n jika dan hanya jika G
adalah graf lengkap (Kn). Selain itu, dimensi partisi graf bipartit lengkap (Kr,r),
bahwa pd(Kr,s)= r + 1 jika r = s dan pd(Kr,s)=max{r, s} jika r 6= s. Selan-
jutnya, dimensi partisi untuk beberapa kelas graf tertentu telah dikaji oleh banyak
peneliti, misalnya Grigorious dkk (2014) menunjukkan dimensi partisi dari kelas
graf circulant, Amrullah dkk (2015) menunjukkan dimensi partisi pada subdivisi
graf lengkap, Haryeni dkk (2015) menentukan dimensi partisi dari beberapa kelas
graf tak terhubung yang homogen dan Arimbawa dkk (2015) mempelajari dimensi
partisi dari beberapa kelas graf pohon. Lebih lanjut, Yero dkk (2011) menunjukkan
dimensi partisi dari graf hasil perkalian kartesian dan Darmaji (2011) juga menun-
jukkan dimensi partisi dari graf multipartit dan graf hasil korona dari dua graf
terhubung.
Salah satu variasi dimensi partisi adalah dimensi partisi bintang. Marinescu
dkk (2010) menentukan dimensi partisi bintang graf gir diperumum. Hasil yang
diperoleh yakni untuk graf gir Jk,n dengan k ≥ 2 dan n ≥ 2 didapatkan spd(Jk,n)=3
untuk k = 2 atau 3 dan n = 2; spd(Jk,n)=kn3 untuk k = 0(mod 3) dan
(k, n) 6= (3, 2); spd(Jk,n)=bk3cn + 1 untuk k = 1(mod 3) dan n ≥ 3 atau n =
2 dan k ≥ 4; spd(Jk,n)=bk3cn + 1 + dn2 e untuk k = 2(mod 3) dan n ≥ 4 atau n =
2 dan k ≥ 5; spd(Jk,n)=3bk3c + 2 untuk k = 2(mod 3) dan n = 3. Kemudian
Marinescu dan Ghemeci (2012) kembali meneliti dimensi partisi bintang pada graf
pohon. Dari penelitian ini diperoleh hasil dimensi partisi bintang graf pohon yakni
spd(T )=σb(T )− exb(T ) + sp (T1...1)︸ ︷︷ ︸
p
, dengan σb merupakan jumlah derajat terkahir
dari simpul mayor bercabang, exb merupakan banyaknya simpul mayor bercabang,
dan sp merupakan kardinalitas dimensi bintang.
Operasi antara dua graf merupakan salah satu cara untuk memperoleh bentuk
graf-graf baru. Terdapat berbagai jenis operasi dalam graf, misalnya operasi join
(+), tensor (⊗), gabungan (∪), kartesian (×), korona (), dan operasi comb (.).
Dalam penelitian ini, akan diteliti operasi graf comb dari dua graf terhubung.
Penelitian tentang dimensi partisi dan dimensi partisi bintang merupakan salah
satu topik dari teori graf yang banyak diteliti khususnya pada graf hasil operasi
biner antara dua graf. Dalam penelitian ini akan ditentukan dimensi partisi dan
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dimensi partisi bintang dari graf-graf sederhana yaitu graf lintasan, lingkaran, dan
lengkap dengan operasi comb antara lain graf lintasan dengan graf lintasan, graf
lingkaran dengan graf lintasan, graf lintasan dengan graf lengkap, graf lengkap
dengan graf lingkaran, graf lengkap dengan graf lengkap dan graf lingkaran dengan
graf lingkaran. Beberapa pemaparan di atas yang melatar belakangi penulis untuk
melakukan penelitian dengan judul ”Dimensi Partisi dan Dimensi Partisi Bintang
Graf Hasil Operasi Comb Dua Graf Terhubung”
1.2 Perumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan sebelumnya, masalah yang
dibahas dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Berapakah dimensi partisi pada graf hasil operasi comb dua graf terhubung.
2. Berapakah dimensi partisi bintang pada graf hasil operasi comb dua graf
terhubung.
3. Adakah hubungan antara dimensi partisi dan dimensi partisi bintang pada graf
hasil operasi comb dua graf terhubung.
1.3 Batasan Masalah
Untuk menjaga fokus pembahasan pada penelitian, masalah dalam penelitan ini
dibatasi pada:
1. Graf yang menjadi objek penelitian adalah graf Lintasan, graf Lengkap dan
graf Lingkaran.
2. Menggunakan operasi comb simpul.
1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Mengetahui dimensi partisi pada graf hasil operasi comb dua graf terhubung.
2. Mengetahui dimensi partisi bintang pada graf hasil operasi comb dua graf
terhubung.
3. Menghubungkan antara dimensi partisi dan dimensi partisi bintang pada graf
hasil operasi comb dua graf terhubung.
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1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini antara lain:
1. Diperoleh hasil penelitian untukkontribusi terhadap berkembangnya penge-
tahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam ruang lingkup dimensi
partisi dan dimensi partisi bintang pada graf.
2. Diperoleh hasil penelitian untuk memotivasi kepada pembaca untuk
melakukan penelitian tentang dimensi partisi dan dimensi partisi bintang pada
operasi graf yang lain atau dengan pengembangan konsep.
5
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BAB II
KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI
2.1 Terminologi Dasar Graf
2.1.1 Definisi Graf
Suatu graf G terdiri atas dua himpunan yaitu himpunan tak kosong V (G) yang
anggotanya terdiri dari simpul dan himpunan E(G) yang mungkin kosong terdiri
dari sisi, sedemikian sehingga setiap anggota e dalam E(G) merupakan pasangan
tak berurut dari simpul-simpul dalam V (G), graf G dinotasikan G = (V,E).
Simpul pada graf dapat dilabeli dengan huruf, angka, atau dengan menggunakan
huruf dan angka. Misalkan u dan v adalah simpul-simpul pada suatu graf, maka
sisi yang menghubungkan simpul u dan v dinyatakan dengan pasangan (u, v)
atau dilambangkan dengan e. Banyak simpul pada graf G disebut order dari G
dinotasikan |G|, sedangkan banyak sisi disebut size dari G dinotasikan ‖ G ‖. Graf
yang ordernya berhingga disebut graf berhingga.
Misalkan GrafGmemiliki suatu jalan yang panjangnya n dari simpul awal v0 ke
simpul tujuan vn di dalam grafG adalah barisan berselang-seling simpul-simpul dan
sisi-sisi yang berbentuk Y = v0, e1, v1, e2, v2, ...vn−1, en, vn sedemikian sehingga
e1 = (v0, v1), e2 = (v1, v2), ..., en = (vn−1, vn) adalah sisi-sisi dari graf G. Jika
v0 6= vn, maka jalan disebut jalan terbuka dan jika v0 = vn, maka jalan disebut jalan
tertutup, simpul dan sisi mungkin diulang dalam suatu jalan. Trail dalam graf G
adalah suatu jalan di G dengan sifat tidak ada sisi yang diulang. Lintasan dalam
graf G adalah suatu trail di G dengan sifat tidak ada simpul yang ulang (Hartsfield
dan Ringel, 1994).
Sebuah graf G dikatakan terhubung (connected) jika untuk setiap dua simpul
u dan v yang berdeda di graf G maka terdapat lintasan yang menghubungkan
kedua simpul tersebut. Jarak antara simpul u dan v didefinisikan panjang lintasan
terpendek antara simpul u dan v yang dinotasikan d(u, v). Eksentrisitas ecc(v)
pada sebuah simpul v dalam graf G adalah jarak terjauh dari simpul v ke setiap
simpul di G. Diameter dari graf G didefinisikan jarak terjauh dari sebarang
dua simpul di V (G) atau suatu nilai maxu,v∈G{d(u, v)} yang dinotasikan dengan
diam(G)=maxu,v∈G{d(u, v)}. Jari-jari (radius) yang dinotasikan rad(G) dari graf
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Gambar 2.1: (a) Graf RodaW6, (b) Graf dengan 2 Isolated Vertex, (c) Graf Reguler
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G adalah eksentrisitas minimum di antara simpul-simpul di G. Simpul v disebut
simpul pusat jika ecc(v)=rad(G). Gambar 2.1 (a) merupakan graf terhubung,
dengan jarak dari u1 ke u2 yaitu d(u1, u2) = 1 dan diam(G)= 2 merupakan jarak
antara u2 ke u4.
Simpul u dikatakan bertetangga (adjacent) dengan simpul v jika terdapat
sebuah sisi e diantara u dan v yaitu e = uv, atau dapat dinyatakan bahwa sisi e
menempel (incident) dengan kedua simpul u dan v. Derajat (degree) pada setiap
simpul didefinisikan sebagai banyaknya sisi yang menempel pada simpul tersebut.
Jika setiap simpul pada graf G mempunyai derajat sama dengan n maka graf G
disebut graf reguler n, jika tidak maka graf tersebut dikatakan non reguler. Simpul
v pada suatu graf G yang memiliki derajat 0 disebut isolated vertex, sedangkan
sebuah simpul yang hanya mempunyai derajat satu disebut daun, simpul ujung atau
pendant. Pada Gambar 2.1 (b) ditunjukkan contoh graf dengan 2 isolated vertex
serta Gambar 2.1 (c) merupakan graf reguler 5.
2.1.2 Graf Isomorfik
Dua buah graf yang sama tetapi secara geometri berbeda disebut graf yang
saling isomorfis (Isomorphic Graph). Graf G1 dan G2 dikatakan isomorfis jika
terdapat pemetaan satu-satu f : V (G1) → V (G2) yang menyajikan semua sifat
ketetanggaan, yaitu f(u) dan f(v) pada G2 bertetangga jika dan hanya jika u dan
v bertetangga pada G1. Dua graf yang isomorfik mempunyai matriks ketetanggaan
yang sama. Jika sama maka kedua graf tersebut dikatakan isomorfis seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 2.2. Graf G1 dan G2 adalah dua graf yang isomorfis,
sedangkan graf G3 tidak isomorfis dengan G1.
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Gambar 2.2: Isomorfisma dalam Graf
2.2 Jenis-Jenis Graf
Graf-graf sederhana yang tergolong well known graph yang digunakan dalam
penelitian ini meliputi graf lengkap, graf lintasan, graf lingkaran, dan graf bintang.
Berikut definisi dari masing-masing graf tersebut.
2.2.1 Graf Lengkap
Graf lengkap adalah graf sederhana yang setiap simpulnya mempunyai sisi ke
semua simpul lainnya. Graf lengkap dengan n buah simpul dinotasikan dengan Kn.
Contoh graf Lengkap dapat dilihat pada Gambar 2.3 (a).
2.2.2 Graf Lintasan
Graf Lintasan adalah graf sederhana yang kedua simpul ujung yang berderajat
satu disebut pendant, sedangkan simpul yang lain berderajat dua. Graf lintasan
dinotasikan dengan Pn. Contoh graf Lintasan dapat dilihat pada Gambar 2.3 (b).
2.2.3 Graf Lingkaran
Graf Lingkaran adalah graf terhubung sederhana yang memiliki n simpul dan
n sisi dengan setiap simpulnya berderajat dua. Graf Lingkaran dinotasikan dengan
Cn dengan n ≥ 3. Contoh graf Lingkaran dapat dilihat pada Gambar 2.3 (c).
2.2.4 Graf Bintang
Graf Bintang K1,n adalah graf terhubung sederhana yang memiliki n+1 simpul
dan n sisi. Satu simpul pada graf bintang disebut simpul pusat yang berderajat n,
sedangkan simpul yang berderajat satu disebut pendant. Graf trivial dapat disebut
pula sebagai graf bintang. Contoh graf Bintang dapat dilihat pada Gambar 2.3 (d).
2.3 Operasi Graf
Operasi antara dua graf merupakan salah satu cara untuk memperoleh bentuk
graf-graf baru. Terdapat berbagai jenis operasi dalam graf, misalnya operasi korona
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Gambar 2.3: (a) Graf Lengkap, (b) Graf Lintasan, (c) Graf Lingkaran, dan (d) Graf
Bintang
Gambar 2.4: (a) Graf Lintasan P4, (b) Graf Lengkap K4, (c) Graf Hasil Operasi
Korona P4 K4, (d) Graf Hasil Operasi Korona K4  P4
() dan operasi comb (.).
2.3.1 Operasi Korona
Harary dan Frunct dalam Yero dkk (2011) mendefinisikan operasi korona
dari graf G dan graf H adalah sebagai graf yang diperoleh dengan mengambil
sebuah duplikat dari graf G dan |G| duplikat dari graf H yaitu Hi dengan i =
1, 2, 3, . . . , |G| kemudian menghubungkan setiap simpul ke-i dari G ke setiap
simpul di Hi.
Gambar 2.4 (c) dan (d) menunjukkan bahwa graf-graf hasil operasi korona
bukan graf yang isomorfis, sehingga hasil dari operasi tersebut tidak bersifat
komutatif.
2.3.2 Operasi Comb
Misalkan G dan H adalah graf terhubung dan u adalah simpul di H . Operasi
comb dari graf G dan graf H dinotasikan dengan G .H adalah graf yang diperoleh
dengan mengambil satu duplikat G dan |G| duplikat dari H dan melekatkan simpul
u dari masing masing graf Hi duplikat ke-i pada simpul ke-i dari graf G (Saputro
dkk, 2013).
Gambar 2.5 (c) dan (d) menunjukkan bahwa graf-graf hasil operasi comb bukan
graf yang isomorfis, sehingga hasil dari operasi tersebut tidak bersifat komutatif.
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Gambar 2.5: (a) Graf Lintasan P4, (b) Graf Lengkap K5, (c) Graf Hasil Operasi
Comb P4 . K5, (d) Graf Hasil Operasi Comb K5 . P4
2.4 Konsep Dimensi dalam Graf
2.4.1 Dimensi Metrik
Slater dalam Imran dkk (2012) menyebutkan suatu himpunan dengan sebutan
locating set yang sering dikenal dengan himpunan pembeda (resolving set).
Diberikan sebuah graf terhubung G. Misalkan dua simpul u dan v adalah simpul-
simpul dari graf terhubung G. Jarak antara simpul u dan v didefinisikan sebagai
lintasan terpendek dari simpul u ke v di G dan dinotasikan d(u, v). Jika diberikan
suatu himpunan terurut W = {w1, w2, w3, ..., wk} ⊆ V (G) dari simpul-simpul
dalam graf terhubung G dan simpul v di V (G), maka representasi dari simpul
v terhadap W adalah r(v|W ) = (d(v, w1), d(v, w2), ..., d(v, wk)). Jika r(v|W )
untuk setiap simpul v ∈ V (G) berbeda, maka W disebut sebagai himpunan
pembeda dari V (G). Himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum disebut
himpunan pembeda minimum. Kardinalitas dari himpunan pembeda minimum
disebut dimensi metrik dari graf G yang dinotasikan dim(G).
Permana dan Darmaji (2012) memberikan Lemma 2.1 untuk menentukan setiap
anggota himpunan berbeda memiliki representasi yang berbeda.
Lemma 2.1 Untuk setiap simpul u anggota himpunan pembeda W pasti memiliki
representasi yang berbeda terhadap W
Chartrand dkk (2000) memberikan Teorema 2.1 untuk menentukan dimensi
metrik pada graf well-known yaitu graf lintasan Pn, graf lengkap Kn, graf lingkaran
Cn dan graf pohon T .
Teorema 2.1 Misalkan G adalah sebuah graf terhubung dengan orde n ≥ 2.
(i.) dim(G) = 1 jika dan hanya jika G = Pn
(ii.) dim(G)=n− 1 jika dan hanya jika G = Kn
(iii.) Untuk n ≥ 3, dim(Cn)=2
(iv.) Untuk n ≥ 4, dim(G)=n-2 jika dan hanya jika G = Kr,s, (r, s ≥ 1), G =
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Gambar 2.6: Konstruksi himpunan pembeda dari graf G: (a) W1 = {w1, w6, w9},
(b) W2 = {w1, w9} dan (c) W3 = {w1}
Kr +Ks, (r ≥ 1, s ≥ 2),atauG = Kr + (K1
⋃
Ks), (r, s ≥ 1)
(v.) Jika T adalah graf pohon yang bukan lintasan maka dim(T )= ∂(T ) − ex(T ),
dimana ∂(T ) menyatakan jumlah derajat terminal dari simpul utama T , dan ex(T )
menyatakan jumlah simpul utama bagian luar T .
Gambar 2.6 mengilustrasikan suatu himpunan terurut W ⊂ V (G), W1 =
{w1, w6, w9} merupakan himpunan pembeda dari graf G karena memiliki repre-
sentasi yang berbeda. Akan tetapi, W1 bukan merupakan himpunan pembeda
yang minimum, karena pada Gambar 2.6.(b) dapat ditunjukkan memiliki himpunan
terurut W2 = {w1, w9}merupakan himpunan pembeda. Dapat dilihat pada Gambar
2.6.(c) memiliki himpunan terurut W3 = {w1} bukanlah suatu himpunan pembeda,
karena terdapat representasi r(w2|W3) = r(w5|W3) = (1). Selanjutnya, akan ditun-
jukkan bahwa himpunan pembeda dari graf G memiliki kardinalitas sedikitnya 2.
Misalkan suatu himpunan pembeda dari G dengan |W3| = 1 sehingga diberikan
W3 = {w1} bukan himpunan pembeda dari G karena representasi W pada G
menghasilkan representasi yang sama, yaitu r(w2|W3) = r(w5|W3) = r(w7|W3) =
r(w6|W3) = (1), kontradiksi dengan pemisalan W3 sebagai himpunan pembeda.
Jadi, |W3| ≥ 2. Dengan demikian, W2 merupakan himpunan pembeda minimum
dari graf G. Gambar 2.6.(b) memiliki W2 = {w1, w9} adalah himpunan pembeda
dari G karena representasi dari semua simpul di G berbeda, yaitu:
r(w2|W2) = (1, 3) r(w6|W2) = (2, 2) r(w10|W2) = (3, 1)
r(w3|W2) = (2, 4) r(w7|W2) = (3, 3) r(w11|W2) = (4, 2)
r(w4|W2) = (3, 5) r(w8|W2) = (4, 4) r(w12|W2) = (5, 3)
r(w5|W2) = (1, 1)
Dari representasi di atas dapat diketahui bahwa representasi dari semua simpul
terhadap W2 berbeda. Jadi, W2 merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas
minimal yaitu 2. Sehingga dimensi metrik dari graf G adalah dim(G)= 2
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2.4.2 Dimensi Partisi
Dimensi partisi dari sebuah grafG dikenalkan oleh Chartrand, Salehi dan Zhang
(2000). Mereka mengelompokkan semua simpul di G ke dalam sejumlah kelas
partisi dan menentukan jarak setiap simpul terhadap setiap kelas partisi tersebut.
Misalkan S ⊂ V (G) dengan simpul v di V (G) sedemikian sehingga jarak antara
simpul v dengan subhimpunsn S didefinisikan sebagai d(v, S) =min{d(v, x)|x ∈
S}. Untuk urutan k−partisi Π = {S1, S2, S3, ..., Sk} dari V (G) dan simpul
v ∈ V (G). Representasi dari v ∈ V (G) terhadap Π adalah k−vektor r(v|Π) =
(d(v, S1), d(v, S2), ..., d(v, Sk)). Jika untuk setiap dua simpul berbeda u, v ∈ V (G)
berlaku r(u|Π) 6= r(v|Π), maka Π disebut partisi pembeda dari V (G). Partisi
pembeda Π dengan kardinalitas minimum disebut partisi pembeda minimum dariG.
Partisi pembeda minimum dari G disebut dimensi partisi yang dinotasikan dengan
pd(G).
Chartrand, Salehi dan Zhang (2000) memberikan beberapa lemma dan teorema
yang mendasari dalam menentukan dimensi partisi yang berkaitan dengan parame-
ternya dan dimensi partisi dari graf asal dan graf hasil operasi.
Lemma 2.2 [Chartrand, Salehi dan Zhang (2000)]MisalkanG suatu graf terhubung
tak trivial. Misalkan Π suatu partisi pembeda dari G dan u, v ∈ V (G). Jika
d(u,w) = d(v, w) untuk setiap w ∈ V (G) − {u, v}, maka u dan v berada dalam
kelas partisi yang berbeda di Π.
Teorema 2.2 [Chartrand, Salehi dan Zhang (2000)]Misalkan G suatu graf
terhubung tak trivial, maka pd(G)≤ dim(G)+1
Teorema 2.3 [Chartrand, Salehi dan Zhang (2000)]Misalkan G adalah graf
terhubung dengan orde n ≥ 2.
(i.) pd(G) = 2 jika dan hanya jika G = Pn
(ii.) pd(G)=n jika dan hanya jika G = Kn
(iii.) Untuk n ≥ 4, pd(G)=n-1 jika dan hanya jika G = Kr,s, (r, s ≥ 1), G =
Kr +Ks, (r ≥ 1, s ≥ 2), orG = Kr + (K1
⋃
Ks), (r, s ≥ 1).
Misalkan G adalah graf terhubung yang diberikan pada Gambar 2.7. Gambar
2.7 mengilustrasikan suatu partisi pembeda terurut dari V (G). Gambar 2.7.(a)
menunjukkan bahwa Π1 = {S1, S2, S3, S4} dengan S1 = {w1}, S2 = {w5},
S3 = {w9}, S4 = {wi; 1 ≤ i ≤ 12} − {w1, w5, w9} merupakan partisi pembeda
dari graf G karena memiliki representasi yang berbeda. Akan tetapi, Π1 bukan
merupakan partisi pembeda yang minimum, karena pada Gambar 2.7.(b) dapat
ditunjukkan memiliki himpunan terurut Π2 = {S1, S2, S3} dengan S1 = {w1},
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Gambar 2.7: Konstruksi partisi pembeda dari graf G: (a) Π1 = {S1, S2, S3, S4},
(b) Π2 = {S1, S2, S3} dan (c) Π3 = {S1, S2}
S2 = {w9}, S3 = {wi; 1 ≤ i ≤ 12} − {w1, w9} merupakan partisi pembeda. Dapat
dilihat pada Gambar 2.7.(c) memiliki himpunan terurut Π3 = {S1, S2} dengan
S1 = {wi; 1 ≤ i ≤ 4}, S2 = {wi; 5 ≤ i ≤ 12} bukanlah suatu partisi pembeda,
karena terdapat representasi r(w1|Π3) = r(w2|Π3) = (0, 1). Selanjutnya, akan
ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf G memiliki kardinalitas sedikitnya
3. Misalkan suatu partisi pembeda dari G dengan |Π3| = 2 sehingga diberikan
Π3 = {S1, S2} bukan partisi pembeda dari G karena representasi Π3 pada G
menghasilkan representasi yang sama, yaitu r(w1|Π3) = r(w2|Π3) = r(w3|Π3) =
r(w4|Π3) = (0, 1), kontradiksi dengan pemisalan Π3 sebagai partisi pembeda. Jadi,
|Π3| ≥ 3. Dengan demikian, Π2 merupakan partisi pembeda minimum dari graf G.
Gambar 2.7.(b) memiliki Π2 = {S1, S2, S3} adalah partisi pembeda dari G karena
representasi dari semua simpul di G berbeda, yaitu:
r(w1|Π2) = (0, 2, 1) r(w5|Π2) = (1, 1, 0) r(w9|Π2) = (2, 0, 1)
r(w2|Π2) = (1, 3, 0) r(w6|Π2) = (2, 2, 0) r(w10|Π2) = (3, 1, 0)
r(w3|Π2) = (2, 4, 0) r(w7|Π2) = (3, 3, 0) r(w11|Π2) = (4, 2, 0)
r(w4|Π2) = (3, 5, 0) r(w8|Π2) = (4, 4, 0) r(w12|Π2) = (5, 3, 0)
Dari representasi diatas dapat diketahui bahwa representasi dari semua simpul
terhadap Π2 berbeda. Jadi, Π2 merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas
minimal yaitu 3. Sehingga dimensi partisi dari graf G adalah pd(G)= 3
2.4.3 Dimensi Partisi Bintang
Variasi lain dari dimensi partisi, yang disebutkan dalam Saenpholphat dan
Zhang (2002) menjadi topik untuk diteliti yaitu partisi pembeda bintang, Π =
{S1, S2, S3, ..., Sk} adalah partisi pembeda yang harus memenuhi syarat-syarat
tertentu. Pada tesis ini dibahas salah satu syarat yang harus dipenuhi pada partisi
pembeda Π = {S1, S2, S3, ..., Sk} yaitu setiap kelas-kelas partisi Si untuk 1 ≤
i ≤ k adalah sebuah subgraf bintang. Minimum k yang terdapat sebuah k−partisi
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pembeda bintang dari V (G) disebut dimensi partisi bintang dariG, dinotasikan oleh
spd(G).
Untuk variasi dimensi partisi didapatkan beberapa hasil dari Marinescu dkk
(2010) menyatakan bahwa dimensi partisi bintan graf gir diperumum. Hasil yang
diperoleh yakni untuk graf gir Jk,n dengan k ≥ 2 dan n ≥ 2 didapatkan spd(Jk,n)=
3 untuk k = 2 or 3 dan n = 2; spd(Jk,n)= kn3 untuk k = 0(mod 3) dan (k, n) 6=
(3, 2); spd(Jk,n)= bk3cn + 1 untuk k = 1(mod 3) dan n ≥ 3 or n = 2 dan k ≥ 4;
spd(Jk,n)= bk3cn + 1 + dn2 e untuk k = 2(mod 3) dan n ≥ 4 or n = 2 dan k ≥ 5;
spd(Jk,n)= 3bk3c + 2 untuk k = 2(mod 3) dan n = 3. Kemudian Marinescu dan
Ghemeci (2012) kembali meneliti teori dimensi partisi bintang pada graf pohon.
Dari penelitian ini diperoleh hasil bahwa dimensi partisi bintang graf pohon yakni
spd(T )= σb(T )−exb(T )+sp (T1...1)︸ ︷︷ ︸
p
, dengan σb merupakan jumlah derajat terkahir
dari simpul mayor bercabang, exb merupakan banyaknya simpul mayor bercabang.
Diberikan graf lintasan (P10) pada Gambar 2.8 (a) yang akan ditentukan dimensi
partisi bintangnya. Misalakan ΠS = {S1.S2, S3, S4} dengan S1 = {v1, v2, v3},
S2 = {v4, v5, v6}, S3 = {v7, v8, v9} dan S4 = {v10} maka representasi v ∈ V (G)
terhadap Π sebagai berikut:
r(v1|ΠS) = (0, 3, 6, 9) r(v6|ΠS) = (3, 0, 1, 4)
r(v2|ΠS) = (0, 2, 5, 8) r(v7|ΠS) = (4, 1, 0, 3)
r(v3|ΠS) = (0.1.4.7) r(v8|ΠS) = (5, 2, 0, 2)
r(v4|ΠS) = (1, 0, 3, 6) r(v9|ΠS) = (6, 3, 0, 1)
r(v5|ΠS) = (2, 0, 2, 5) r(v10|ΠS) = (7, 4, 1, 0)
Jadi ΠS adalah partisi pembeda bintang dari G sebab r(v|Π) berbeda untuk
setiap v ∈ V (G) dan simpul-simpul pada kelas-kelas partisi Si dengan 1 ≤ i ≤
4 menginduksi sebuah graf bintang. Kelas-kelas partisi S1, S2, S3 menginduksi
sebuah graf bintang K1,2 dan kelas partisi S4 merupakan graf trivial yang juga
merupakan graf bintang, sebagaimana terlihat pada gambar Gambar 2.8 (b).
Berdasarkan penjelasan di atas. Sehingga batas atas dimensi partisi bintang graf
lintasan berorder 10 yaitu spd(P10)≤ 4
Pada graf Gambar 2.8 (a), misalkan ΠS = {S1, S2, S3} dengan S1 =
{v1, v2, v3}, S2 = {v4, v5, v6}, S3 = {v7, v8, v9, v10}. Dapat ditunjukkan bahwa
kelas partisi S3 tidak menginduksi graf bintang sehingga ΠS = {S1, S2, S3} bukan
partisi pembeda bintang maka batas batas bawah dari graf P10 yakni spd(P10)≥
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Gambar 2.8: (a) Graf Lintasan P10, (b) Konstruksi partisi pembeda bintang dari
graf P10
4. Karena batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang P10 sama maka
spd(P10)= 4.
Dalam Marinescu dan Ghemeci (2012) menyatakan bahwa terdapat hubungan
antara dimensi partisi dan dimensi partisi bintang graf terhubung sebagaimana
dalam Teorema 2.4 sebagai berikut:
Teorema 2.4 Untuk G adalah graf terhubung,
a. Untuk sebarang dua bilangan bulat a dan b sedemikian sehingga 3 ≤ a ≤ b,
terdapat graf G sedemikian sehingga pd(G) = a dan spd(G) = b
b. Untuk sebarang dua bilangan bulat a dan b sedemikian sehingga 3 ≤ a ≤ b,
terdapat graf G sedemikian sehingga dim(G) = a dan spd(G) = b
2.4.4 Hasil-Hasil Penelitian Dimensi Partisi dan Dimensi Partisi Bintang
Pada Tabel 2.1 disajikan beberapa hasil penelitian mengenai dimensi partisi dan
dimensi partisi bintang pada graf sederhana.
2.5 Sifat Pembagian pada Bilangan Bulat dan Bilangan Modulo
Misalkan a dan b adalah dua buah bilangan bulat dengan syarat a 6= 0, a habis
membagi b (a divides b) atau biasanya ditulis a|b jika terdapat bilangan bulat c
sedemikian sedemikian hingga b = ac.
Teorema 2.5 (Algoritma Pembagian) Misalkan m dan n adalah dua buah
bilangan bulat dengan syarat n > 0. Jika m dibagi dengan n maka terdapat dua
buah bilangan bulat unik q (quotient) dan r (remainder), sedemikian sehingga
m = nq + r dengan 0 ≤ r < n. Untuk selanjutnya secara berturut-turut q adan r
disebut sebagai hasil dan sisa pembagian. (Subiono, 2015).
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Tabel 2.1: Hasil Penelitian Dimensi Partisi dan Dimensi Partisi Bintang pada Graf
Sederhana
Graf Dimensi Partisi Keterangan
Graf circulant pd(G)= 3;n ≥ 12 (Grigorious dkk, 2014)
G ∼= G(n,±{1, 2}) n ≡ 0(mod4)
G ∼= S(Kn) pd(G)= 2;n = 2 (Amrullah dkk, 2015)
pd(G)= 3;n ∈ [3, 4]
pd(G)= 4;n ∈ [5, 8]
pd(G)≤ dn2 e;n ≥ 9
G ∼= Pm Kn pd(G)= n+ 1;m ≤ n+ 2 (Darmaji, 2011)
m ≥ 2dan n ≥ 4 pd(G)= n+ 2;m ≤ n+ 3
G ∼= Pm K1,n pd(G)= n;m ≤ bn2 c (Darmaji, 2011)
m ≥ 2dan n ≥ 4 pd(G)= n+ 1;m > bn2 c
G ∼=Wmn pd(G)= k (Darmaji, 2011)
m ≥ 1dan n ≥ 1 bkc 3 (k, n) ≥ m
G ∼= Cm,n pd(G)= 3; n = 1 dan m ≥ 3, (Fredina dkk, 2015)
atau n = 2 dan m ≥ 2
atau n = 3 dan m ≤ 3
G ∼= Bm,n pd(G)= 3; n ≤ 2 dan 3 ≤ m ≤ 7, (Fredina dkk, 2015)
atau n = 3 dan m ≤ 6
atau n = 4 dan m ≤ 2
G ∼= Cm,n pd(G)= 4; n = 3 dan m ≥ 4, (Arimbawa dkk, 2015)
atau n = 4 dan m ≤ 4
Gir+anting pd(G)= 3; 2 ≤ n ≤ 4 (Darmaji, 2011)
G ∼= G′2n;n ≥ 2 pd(G)= k;m > 4
G ∼= Cm Kn pd(G)= 3;n = 1 (Yogi dkk, 2012)
m ≥ 3dan n ≥ 1 pd(G)= p;n > 1
Lintasan (Pn) spd(Pn)= dn3 e;n ≥ 1 (Marinescu dan Ghemeci, 2012)
Windmill (Wmn ) spd(W
m
n )= (n− 1)m (Amalia, 2013)
m ≥ 2dan n ≥ 2
Lingkaran (Cn) pd(Cn)= 3;n ≥ 3 (Rodrguez-Velzquez dkk, 2013)
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Selanjutnya didefinisikan kongrungen modulo dari suatu bilangan. Secara
sederhana dikatakan a ≡ b (mod n) jika dan hanya jika a dan b memiliki sisa yang
sama apabila dibagi dengan m. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada definisi
berikut ini.
Definisi 2.1 Misalkan n > 0 adalah sebarang bilangan bulat tetapi tetap. Untuk
sebarang dua bilangan bulat a dan b adalah kongruen mod n ditulis a ≡ b (mod n)
jika n|(a− b)(Subiono, 2015).
Berikut ini ditunjukkan analisis mengenai ceil dari suatu bilangan yang
kaitannya dengan bilangan modulo. Misal m,n ∈ Z+ dan s ∈ {0, 1, 2, ...,m},
didapatkan beberapa hasil berikut ini.
1. n ≡ 0 (mod m)
n ≡ 0 (mod m) artinya m|n, sehingga terdapat k ∈ Z+ sedemikian hingga
n = m · k atau k = n
m
. Dengan demikian didapatkan⌈
n− s
m
⌉
=
⌈
m · k − s
m
⌉
=
⌈
m(k − 1) +m− s
m
⌉
=
⌈
m(k − 1)
m
+
m− s
m
⌉
=
⌈
k − 1 + m− s
m
⌉
.
Karena s ∈ {0, 1, 2, ...,m} maka m−s
m
= 0 untuk s = m dan 0 < m−s
m
≤ 1
untuk 0 ≤ s ≤ m− 1 sehingga didapatkan
⌈
n− s
m
⌉
=
{
k jika 0 ≤ s ≤ m− 1
k − 1 jika s = m
2. n ≡ p (mod m) dengan 1 ≤ p < m
n ≡ p (mod m) artinya m|n − p, sehingga terdapat k tak negatif sedemikian
n − p = m · k yang mengakibatkan n = m · k + p dan k = n−p
m
. Dengan
demikian didapatkan
⌈
n− s
m
⌉
=
⌈
m · k + p− s
m
⌉
=
⌈
mk
m
+
p− s
m
⌉
=
{
k + 1 jika 1 ≤ p− s ≤ m
k jika −m < p− s ≤ 0
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atau⌈
n− s
m
⌉
=
{
k + 1 jika s+ 1 ≤ p ≤ s+m
k jika s−m < p ≤ s =
{
k + 1 jika p−m ≤ s ≤ p− 1
k jika p ≤ s < m+ p .
Karena 1 ≤ p < m dan s ∈ {0, 1, ...,m} maka
⌈
n− s
m
⌉
=
{
k + 1 jika s+ 1 ≤ p ≤ m− 1
k jika 1 < p ≤ s =
{
k + 1 jika 0 ≤ s ≤ p− 1
k jika p ≤ s < m+ 1 .
Dalam Hartsfield dan Ringel (1994), terdapat cara lain untuk menuliskan hasil
tanpa keterangan untuk dua kasus, gasal dan genap. Menggunakan simbol Gauss’
untuk fungsi bilangan bulat terbesar
[x] = bilangan bulat terbesar ≤ x
Notasi ini telah lama tidak digunakan, dan kita menggunakan notasi
bxc = bilangan bulat terbesar ≤ x
Kita dapat menyebutkan bxc sebagai simbol floor. Simbol dxe didefinisikan sebagai
dxe = bilangan bulat terkecil ≥ x
Notasi ini disebut simbol ceiling.
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BAB III
METODE PENELITIAN
Pada bagian ini diuraikan beberapa metode penelitian yang akan digunakan atau
dikerjakan untuk mencapai tujuan penelitian yang terdiri dari beberapa langkah
berikut ini.
1. Pemahaman konsep dan studi literatur
Pada tahap ini dilakukan pemahaman konsep dan studi literatur dari berbagai
sumber mengenai dimensi partisi dan dimensi partisi bintang pada graf-graf
hasil operasi comb.
2. Analisis dan Pembahasan
a. Mengkonstruksi graf hasil operasi comb dari dua graf terhubung.
b. Menentukan penamaan setiap simpul sedemikian sehingga simpulnya
berbeda dan menghasilkan formulasi yang memetakan himpunan
simpul dan himpunan sisi.
c. Menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf hasil
operasi comb dari kombinasi beberapa graf tersebut melalui partisi
pembeda. Setelah itu, dapat ditentukan dimensi partisi dari batas atas
dan batas bawah yang telah diperoleh.
d. Menentukan partisi pembeda dari graf hasil operasi comb.
e. Menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf
hasil operasi comb melalui partisi pembeda bintang. Setelah itu, dapat
ditentukan dimensi partisi bintang dari batas atas dan batas bawah yang
telah diperoleh.
f. Menentukan partisi pembeda bintang Π dari graf hasil operasi comb.
g. Menganalisis dimensi partisi pada masing-masing graf hasil operasi
comb.
h. Menganalisis dimensi partisi bintang pada masing-masing graf hasil
operasi comb.
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i. Menentukan hubungan antara dimensi partisi dan dimensi partisi
bintang dari masing-masing graf hasil operasi comb.
j. Mengevaluasi terhadap analisa dan pembahasan yang telah dikerjakan
sehingga dapat diperoleh suatu simpulan.
3. Diseminasi hasil penelitian
Tahap diseminasi hasil penelitian meliputi presentasi pada beberapa seminar
international sebagai berikut:
a. ”Distance in Graph 2016 (DiG16): A conference to celebrate the life
and work of Mirka Miller” Ubud, Bali
b. ”International Conference on Mathematics: Pure, Applied and Compu-
tation” Jurusan Matematika, ITS, Surabaya
c. ”International Conference on Mathematics: Education, Theory and
Application” Jurusan Matematika, UNS, Solo
dan dipublikasi paper dalam prosiding atau jurnal internasional.
4. Penyusunan laporan
Laporan penelitian ditulis dalam sebuah tesis dengan sistematika penulisan
yang telah ditentukan, yang meliputi: bab 1. pendahuluan, bab 2. kajian
pustaka dan dasar teori, bab 3. metoda penelitian, bab 4. hasil dan
pembahasan, serta bab 5. simpulan dan saran.
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BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1 Dimensi Partisi Graf Hasil Operasi Comb Dua Graf Terhubung
Subbab ini menjelaskan dimensi partisi pada graf hasil operasi comb. Dimensi
partisi graf hasil operasi comb tidak dapat digeneralisasi untuk sebarang dua graf
terhubung. Hal ini dikarenakan dimensi partisi pada masing-masing graf hasil
operasi comb pasti berbeda, yaitu tergantung pada graf yang dioperasikan dan
simpul yang dilekatkan.
Dalam penjelasan berikut ini ditunjukkan dimensi partisi graf hasil operasi comb
antara dua graf terhubung diantaranya graf lingkaran Cn, graf lintasan Pn, dan graf
lengkap Kn. Beberapa hasil operasi comb dari tiga graf terhubung tersebut sebagai
berikut graf hasil operasi comb antara graf lingkaran Cm dan graf lintasan Pn, graf
lintasan Pn dan graf lingkaran Cm, graf lengkap Km dan graf lintasan Pn, graf
lintasan Pn dan graf lengkap Km, graf lengkap Kn dan graf lengkap Km, graf
lingkaran Cm dan graf lengkap Kn, graf lengkap Kn dan graf lingkaran Cm, graf
lintasan Pn dan graf lintasan Pm dan graf lingkaran Cn dan graf lingkaran Cm.
4.1.1 Dimensi Partisi Graf Lingkaran Comb Graf Lintasan
Graf hasil operasi comb antara graf lingkaran Cm dengan graf lintasan Pn
dihasilkan dari duplikat graf lintasan Pn sebanyak m simpul di graf lingkaran
Cm meletakkan salah satu simpul ujung graf lintasan Pn pada setiap simpul graf
lingkaran Cm. Dapat dikatakan bahwa graf Cm .δ Pn merupakan graf yang terdiri
dari m kali graf Lintasan Pn. Sehingga memiliki himpunan simpul V (Cm .δ Pn) =
{yj,i|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Cm .δ Pn) = {yj,1yj+1,1|1 ≤
j ≤ m − 1} ∪ {y1,1ym,1} ∪ {yj,iyj,i+1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n − 1}. Graf
Cm .δ Pn memiliki nm buah simpul dan mn buah sisi. Graf Cm .δ Pn ditunjukkan
pada Gambar 4.1 (a).
Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf Cm .δ Pn dengan
m,n ∈ Z+. Jika m = 2 maka lingkaran C2 merupakan graf lunar atau graf yang
memiliki sisi ganda sehingga C2 bukan graf sederhana dan jika n = 1 maka graf
hasil operasi comb Cm .δ P1 isomorfik dengan lingkaran Cm, sedemikian sehingga
order lingkaran Cm dan lintasan Pn masing-masing m ≥ 3 dan n ≥ 2. Dalam
23
Gambar 4.1: (a) Graf Hasil Operasi Cm .δ Pn, (b) Konstruksi Partisi Pembeda Graf
C8 .δ P4
menentukan dimensi partisi suatu graf Cm .δ Pn, hal pertama yang harus dilakukan
adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Cm .δ Pn.
Dimensi partisi mensyaratkan partisi pembeda Π harus mempunyai kardinalitas
yang minimum.
Teorema 4.1. Misalkan Cm adalah graf lingkaran order m dan Pn adalah graf
lintasan order n dengan simpul pelekatan dari Pn yang berderajat satu. Untuk
m ≥ 3 dan n ≥ 2, dimensi partisi graf hasil operasi comb Cm .δ Pn adalah
pd(Cm .δ Pn) = 3.
Bukti: Misalkan grafCm.δPn memiliki himpunan simpul V (Cm.δPn) = {yj,i|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Cm .δ Pn) = {yj,1yj+1,1|1 ≤ j ≤
m − 1} ∪ {y1,1ym,1} ∪ {yj,iyj,i+1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n − 1}. Jadi, kita akan
menunjukkan bahwa dimensi partisi grafCm.δPn adalah 3 untukm ≥ 3 dan n ≥ 2,
dikarenakan untuk m = 3 dan n = 2 membentuk suatu pola. Tanpa mengurangi
keumuman, maka dapat diperoleh bentuk umum dari graf Cm .δ Pn untuk m ≥ 3
dan n ≥ 2, sehingga dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf Cm .δ Pn adalah
3 dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.
Batas bawah dari dimensi partisi graf Cm .δ Pn dapat merujuk pada Teorema
2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf G isomorfik dengan
lintasan Pn. Graf hasil operasi comb Cm .δ Pn tidak isomorfik dengan lintasan
Pn, maka dapat dipastikan batas bawah dari dimensi partisi graf Cm .δ Pn adalah
pd(Cm .δ Pn) ≥ 3. Selanjutnya, untuk menentukan batas atas dimensi partisi dari
graf Cm .δ Pn dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf
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Cm .δ Pn yang dapat dilihat pada Gambar 4.1 (b). Perhatikan enam kasus berikut:
Dalam kasus ini, untuk m ∈ {4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, ...} dapat dipisah
menjadi tiga kasus yaitu pertama untuk m ∈ {4, 6}, kedua untuk m ∈
{8, 12, 16, 20, ...} dapat ditulis m ≡ 0(mod 4) dan ketiga untuk m ∈
{10, 14, 18, 22, ...} dapat ditulis m ≡ 2(mod 4).
Kasus 1: Untuk m ∈ {4, 6} dibuktikan secara terpisah dari m ∈
{4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, ...} karena ada kekhususan pada representasi setiap
simpul dalam V (Cm .δ Pn) terhadap partisi pembeda Π. Berikut ini pembuktian
selengkapnya:
Untuk m = 4, batas atas dimensi partisi dari graf C4 .δ Pn dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf C4 .δ Pn. Ambil partisi
pembeda Π = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga S1 = {y1,i|1 ≤ i ≤ n}∪ {y2,i|2 ≤
i ≤ n}, S2 = {y2,1, y3,i, y4,i|2 ≤ i ≤ n} dan S3 = {yj,1|3 ≤ j ≤ 4} akan ditun-
jukkan bahwa semua simpul di graf C4 .δ Pn mempunyai representasi yang berbeda
terhadap Π. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf
C4 .δ Pn sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (0, 1, 1) r(y1,i|Π) = (0, i, i); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1) r(y2,i|Π) = (0, i− 1, i); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y3,1|Π) = (2, 1, 0) r(y3,i|Π) = (i+ 1, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y4,1|Π) = (1, 1, 0) r(y4,i|Π) = (i, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C4 .δPn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
grafC4.δPn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 3 untukm = 4.
Untuk m = 6, batas atas dimensi partisi dari graf C6 .δ Pn dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf C6 .δ Pn. Ambil partisi
pembeda Π = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga S1 = {y1,i|1 ≤ i ≤ n}∪ {y2,i|2 ≤
i ≤ n}, S2 = {y2,1, y3,i, y4,i, y6,i|2 ≤ i ≤ n} dan S3 = {yj,1, y5,i|3 ≤ j ≤ 6, 2 ≤
i ≤ n} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C6 .δ Pn mempunyai repre-
sentasi yang berbeda terhadap Π. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap
simpul-simpul dari graf C6 .δ Pn sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (0, 1, 1) r(y1,i|Π) = (0, i, i); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1) r(y2,i|Π) = (0, i− 1, i); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y3,1|Π) = (2, 1, 0) r(y3,i|Π) = (i+ 1, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y4,1|Π) = (3, 1, 0) r(y4,i|Π) = (i+ 2, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y5,1|Π) = (2, 2, 0) r(y5,i|Π) = (i+ 1, i+ 1, 0); jika 2 ≤ i ≤ n
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r(y6,1|Π) = (1, 1, 0) r(y6,i|Π) = (i, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C6 .δPn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf C6 .δ Pn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 3 untuk
m = 6.
Kasus 2: Untuk m ∈ {8, 12, 16, 20, ...} dapat ditulis m ≡ 0(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m ∈ {4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V (Cm .δ Pn) terhadap partisi pembeda Π.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:
Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga S1 = {y1,i|1 ≤ i ≤
n} ∪ {y2,i, ym−1,i|2 ≤ i ≤ n}, S2 = {y2,1, y3,i, ym,i|2 ≤ i ≤ n} ∪ {y2h+2,i|1 ≤
h ≤ m−6
2
, 2 ≤ i ≤ n} dan S3 = {yj,1|3 ≤ j ≤ m} ∪ {y2h+3,i|1 ≤ h ≤ m−62 , 2 ≤
i ≤ n} ∪ {ym−2,i|2 ≤ i ≤ n} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf
Cm .δ Pn mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Cm .δ Pn untuk m ≡ 0(mod4)
dan m ≥ 8, sebagai berikut:
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1)
r(y3,1|Π) = (2, 1, 0)
r(ym−1,1|Π) = (1, 2, 0)
r(ym,1|Π) = (1, 1, 0)
r(y2h,1|Π) = (2h− 1, 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e
r(y2h,1|Π) = (−2h+ 4dm−24 e, 1, 0); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e − 1
r(y1,i|Π) = (0, i, i); jika 1 ≤ i ≤ n
r(y2,i|Π) = (0, i− 1, i); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y3,i|Π) = (i+ 1, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(ym−2,i|Π) = (i+ 1, i+ 2, 0); jika 1 ≤ i ≤ n
r(ym−1,i|Π) = (0, i+ 1, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(ym,i|Π) = (i, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y2h,i|Π) = (2h+ i− 2, 0, i− 1); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 2 ≤ i ≤ n
r(y2h,i|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ i− 1, 0, i− 1); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e − 1,
2 ≤ i ≤ n
r(y2h+1,i|Π) = (2h+ i− 1, i+ 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ bm−24 c, 1 ≤ i ≤ n
r(y2h+1,i|Π) = (−2h+ 4bm−24 c+ i+ 2, i+ 1, 0); jika bm−24 c+ 1 ≤ h ≤ bm−22 c− 1,
1 ≤ i ≤ n.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Cm .δ Pn mempunyai
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representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf Cm .δ Pn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 3 untuk
m ≡ 0(mod4) dan m ≥ 8.
Kasus 3: Untuk m ∈ {10, 14, 18, 22, ...} dapat ditulis m ≡ 2(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m ∈ {4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V (Cm .δ Pn) terhadap partisi pembeda Π.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:
Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga S1 = {y1,i|1 ≤ i ≤
n} ∪ {y2,i, ym−1,i|2 ≤ i ≤ n}, S2 = {y2,1, y3,i, ym,i|2 ≤ i ≤ n} ∪ {y2h+2,i|1 ≤
h ≤ m−6
2
, 2 ≤ i ≤ n} dan S3 = {yj,1|3 ≤ j ≤ m} ∪ {y2h+3,i|1 ≤ h ≤ m−62 , 2 ≤
i ≤ n} ∪ {ym−2,i|2 ≤ i ≤ n} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf
Cm .δ Pn mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Cm .δ Pn untuk m ≡ 2(mod4)
dan m ≥ 10, sebagai berikut:
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1)
r(y3,1|Π) = (2, 1, 0)
r(ym−1,1|Π) = (1, 2, 0)
r(ym,1|Π) = (1, 1, 0)
r(y2h,1|Π) = (2h− 1, 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e
r(y2h,1|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ 2, 1, 0); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e − 1
r(y1,i|Π) = (0, i, i); jika 1 ≤ i ≤ n
r(y2,i|Π) = (0, i− 1, i); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y3,i|Π) = (i+ 1, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(ym−2,i|Π) = (i+ 1, i+ 2, 0); jika 1 ≤ i ≤ n
r(ym−1,i|Π) = (0, i+ 1, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(ym,i|Π) = (i, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y2h,i|Π) = (2h+ i− 2, 0, i− 1); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 2 ≤ i ≤ n
r(y2h,i|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ i+ 1, 0, i− 1); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e − 1,
2 ≤ i ≤ n
r(y2h+1,i|Π) = (2h+ i− 1, i+ 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ bm−24 c, 1 ≤ i ≤ n
r(y2h+1,i|Π) = (−2h + 4bm−24 c + i, i + 1, 0); jika bm−24 c + 1 ≤ h ≤ bm−22 c − 1,
1 ≤ i ≤ n.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafCm.δPn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf Cm .δ Pn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 3 untuk
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m ≡ 2(mod4) dan m ≥ 10.
Dalam kasus ini, untuk m ∈ {3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, ...} dapat dipisah
menjadi tiga kasus yaitu pertama untuk m ∈ {3, 5}, kedua untuk m ∈
{7, 11, 15, 19, ...} dapat ditulis m ≡ 3(mod 4) dan ketiga untuk m ∈
{9, 13, 17, 21, ...} dapat ditulis m ≡ 1(mod 4).
Kasus 4: Untuk m ∈ {3, 5} dibuktikan secara terpisah dari m ∈
{3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, ...} karena ada kekhususan pada representasi setiap
simpul dalam V (Cm .δ Pn) terhadap partisi pembeda Π. Berikut ini pembuktian
selengkapnya:
Untuk m = 3, batas atas dimensi partisi dari graf C3 .δ Pn dapat diperoleh dengan
mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf C3 .δ Pn. Ambil partisi pembeda
Π = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga S1 = {y1,i|1 ≤ i ≤ n} ∪ {y2,i|2 ≤ i ≤ n},
S2 = {y2,1, y3,i|2 ≤ i ≤ n} dan S3 = {y3,1} akan ditunjukkan bahwa semua
simpul di graf C3 .δ Pn mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π. Dari
hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf C3 .δPn sebagai
berikut:
r(y1,1|Π) = (0, 1, 1) r(y1,i|Π) = (0, i, i); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1) r(y2,i|Π) = (0, i− 1, i); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y3,1|Π) = (1, 1, 0) r(y3,i|Π) = (i, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C3 .δPn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
grafC4.δPn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 3 untukm = 3.
Untuk m = 5, batas atas dimensi partisi dari graf C5 .δ Pn dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf C5 .δ Pn. Ambil partisi
pembeda Π = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga S1 = {y1,i|1 ≤ i ≤ n}∪ {y2,i|2 ≤
i ≤ n}, S2 = {y2,1, y3,i, y5,i|2 ≤ i ≤ n} dan S3 = {yj,1, y4,i|3 ≤ j ≤ 5, 2 ≤ i ≤ n}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C6 .δ Pn mempunyai representasi
yang berbeda terhadap Π. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-
simpul dari graf C5 .δ Pn sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (0, 1, 1) r(y1,i|Π) = (0, i, i); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1) r(y2,i|Π) = (0, i− 1, i); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y3,1|Π) = (2, 1, 0) r(y3,i|Π) = (i+ 1, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y4,1|Π) = (2, 2, 0) r(y4,i|Π) = (i+ 1, i+ 1, 0); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y5,1|Π) = (1, 1, 0) r(y5,i|Π) = (i, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
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Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C5 .δPn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf C5 .δ Pn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 3 untuk
m = 5.
Kasus 5: Untuk m ∈ {7, 11, 15, 19, ...} dapat ditulis m ≡ 3(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m ∈ {3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V (Cm .δ Pn) terhadap partisi pembeda Π.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:
Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga S1 = {y1,i|1 ≤ i ≤
n} ∪ {y2,i|2 ≤ i ≤ n}, S2 = {y2,1} ∪ {y3,i, ym,i|2 ≤ i ≤ n} ∪ {y2h+2,i|1 ≤ h ≤
m−5
2
, 2 ≤ i ≤ n} dan S3 = {yj,1|3 ≤ j ≤ m} ∪ {y2h+3,i|1 ≤ h ≤ m−52 , 2 ≤
i ≤ n} ∪ {ym−1,i|2 ≤ i ≤ n} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf
Cm .δ Pn mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Cm .δ Pn untuk m ≡ 3(mod4)
dan m ≥ 7, sebagai berikut:
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1)
r(y3,1|Π) = (2, 1, 0)
r(ym,1|Π) = (1, 1, 0)
r(y2h|Π) = (2h− 1, 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e
r(y2h|Π) = (−2h+ 4dm−24 e, 1, 0); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e − 1
r(y1,i|Π) = (0, i, i); jika 1 ≤ i ≤ n
r(y2,i|Π) = (0, i− 1, i); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y3,i|Π) = (i+ 1, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(ym−1,i|Π) = (i+ 1, i+ 1, 0); jika 1 ≤ i ≤ n
r(ym,i|Π) = (i, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y2h,i|Π) = (2h+ i− 2, 0, i− 1); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 2 ≤ i ≤ n
r(y2h,i|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ i− 1, 0, i− 1); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e − 1,
2 ≤ i ≤ n
r(y2h+1,i|Π) = (2h+ i− 1, i+ 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ bm−24 c, 1 ≤ i ≤ n
r(y2h+1,i|Π) = (−2h + 4bm−24 c + i + 2, i + 1, 0); jika bm−24 c + 1 ≤ h ≤ bm−22 c,
1 ≤ i ≤ n.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafCm.δPn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf tersebut. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 3 untuk m ≡
3(mod4) dan m ≥ 7.
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Kasus 6: Untuk m ∈ {9, 13, 17, 21, ...} dapat ditulis m ≡ 1(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m ∈ {3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V (Cm .δ Pn) terhadap partisi pembeda Π.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:
Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga S1 = {y1,i|1 ≤ i ≤
n} ∪ {y2,i|2 ≤ i ≤ n}, S2 = {y2,1} ∪ {y3,i, ym,i|2 ≤ i ≤ n} ∪ {y2h+2,i|1 ≤ h ≤
m−5
2
, 2 ≤ i ≤ n} dan S3 = {yj,1|3 ≤ j ≤ m} ∪ {y2h+3,i|1 ≤ h ≤ m−52 , 2 ≤
i ≤ n} ∪ {ym−1,i|2 ≤ i ≤ n} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf
Cm .δ Pn mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Cm .δ Pn untuk m ≡ 1(mod4)
dan m ≥ 9, sebagai berikut:
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1)
r(y3,1|Π) = (2, 1, 0)
r(ym,1|Π) = (1, 1, 0)
r(y2h|Π) = (2h− 1, 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e
r(y2h|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ 2, 1, 0); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e − 1
r(y1,i|Π) = (0, i, i); jika 1 ≤ i ≤ n
r(y2,i|Π) = (0, i− 1, i); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y3,i|Π) = (i+ 1, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(ym−1,i|Π) = (i+ 1, i+ 1, 0); jika 1 ≤ i ≤ n
r(ym,i|Π) = (i, 0, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y2h,i|Π) = (2h+ i− 2, 0, i− 1); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 2 ≤ i ≤ n
r(y2h,i|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ i+ 1, 0, i− 1); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e − 1,
2 ≤ i ≤ n
r(y2h+1,i|Π) = (2h+ i− 1, i+ 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ bm−24 c, 1 ≤ i ≤ n
r(y2h+1,i|Π) = (−2h + 4bm−24 c + i, i + 1, 0); jika bm−24 c + 1 ≤ h ≤ bm−22 c,
1 ≤ i ≤ n.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Cm .δ Pn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf tersebut. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 3 untuk m ≡
1(mod4) dan m ≥ 9.
Berdasarkan uraian kasus 1 sampai kasus 6, diperoleh bahwa Π merupakan
partisi pembeda dengan kardinalitas Π sama dengan 3. Namun, Π belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat ditentukan batas atas
dimensi partisi dari graf Cm .δ Pn adalah pd(Cm .δ Pn) ≤ 3. Dengan demikian,
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Gambar 4.2: (a) Graf Hasil Operasi Cm.∆Pn, (b) Konstruksi Partisi Pembeda Graf
C8 .∆ P6
diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi 3 ≤ pd(Cm .δ Pn) ≤ 3. Jadi,
dimensi partisi dari graf Cm.δPn adalah pd(Cm.δPn) = 3 untukm ≥ 3 dan n ≥ 2.
2
Sekarang, akan dibahas dimensi partisi pada graf Cm .∆ Pn untuk n,m ∈ Z+
dan salah satu simpul v ∈ Pn yang dilekatkan ke setiap simpul u ∈ Cm dan simpul
v mempunyai derajat sama dengan dua. Jika m = 2 maka graf C2 merupakan graf
yang memiliki sisi ganda sehingga C2 bukan graf sederhana dan jika n = 2, graf
P2 merupakan graf lintasan dan setiap simpulnya tidak berderajat dua, sedemikian
sehingga order lingkaran Cm dan lintasan Pn masing-masing m ≥ 3 dan n ≥ 3
Graf Cm .∆ Pn ditunjukkan pada Gambar 4.2 (a). Dalam menentukan dimensi
partisi suatu graf Cm .∆ Pn, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan
batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Cm .∆ Pn. Dimensi partisi
mensyaratkan partisi pembeda Π harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Teorema 4.2. Misalkan Cm adalah graf lingkaran order m dan Pn adalah graf
lintasan order n dengan simpul pelekatan dari Pn yang berderajat dua. Untuk
m ≥ 3 dan n ≥ 3, dimensi partisi graf hasil operasi comb Cm .∆ Pn adalah
pd(Cm .∆ Pn) =
{
3, jika m ∈ {3, 4}
4, jika m ≥ 5
Bukti: Misalkan graf Cm .∆ Pn memiliki himpunan simpul V (Cm .∆ Pn) =
{yj,k|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {yj,l|1 ≤ j ≤ m, 2 ≤ l ≤
n − p + 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e} dan himpunan sisi E(Cm .∆ Pn) = {yj,1yj+1,1|1 ≤
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j ≤ m − 1} ∪ {y1,1ym,1} ∪ {yj,kyj,k+1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ p − 1, 2 ≤ p ≤
dn
2
e} ∪ {yj,lyj,l+1|1 ≤ j ≤ m, 2 ≤ l ≤ n − p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {yj,1yj,2}. Akan
ditunjukkan bahwa dimensi partisi dari graf Cm .∆ Pn untuk m
in{3, 4}, n ≥ 3 adalah 3 dan dimensi partisi dari graf Cm.∆Pn untukm ≥ 5, n ≥
3 adalah 4 dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi dari graf Cm.∆Pn dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Cm .∆ Pn yang dapat dilihat
pada Gambar 4.2 (b). Perhatikan dua kasus berikut:
Dalam kasus ini untuk m ∈ {4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, ...} dapat dipisah
menjadi tiga kasus yaitu pertama untuk m ∈ {4, 6}, kedua untuk m ∈
{8, 12, 16, 20, ...} dapat ditulis m ≡ 0(mod 4) dan ketiga untuk m ∈
{10, 14, 18, 22, ...} dapat ditulis m ≡ 2(mod 4).
Kasus 1: Untuk m ∈ {4, 6} dibuktikan secara terpisah dari m ∈
{4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, ...} karena ada kekhususan pada representasi setiap
simpul dalam V (Cm .∆ Pn) terhadap partisi pembeda Π. Berikut ini pembuktian
selengkapnya:
Untuk m = 4, Batas bawah dari dimensi partisi graf C4 .∆ Pn dapat merujuk
pada Teorema 2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf G
isomorfik dengan lintasan Pn. Graf hasil operasi comb C4 .∆ Pn tidak isomorfik
dengan lintasan Pn, maka dapat dipastikan batas bawah dari dimensi partisi graf
C4 .∆ Pn adalah pd(C4 .∆ Pn) ≥ 3. Selanjutnya, batas atas dimensi partisi dari
graf C4 .∆ Pn dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada
graf C4 .∆ Pn. Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga
S1 = {y1,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}, S2 =
{y2,1, y3,k, y4,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y2,l|2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e},
S3 = {yj,1|3 ≤ j ≤ 4} ∪ {y1,lyj,l|3 ≤ j ≤ 4, 2 ≤ l ≤ n − p + 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C4 .∆ Pn mempunyai representasi
yang berbeda terhadap Π. Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan
dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n dan m. Dalam kasus ini,
dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai k, l yang bergantung pada
nilai p dan jua nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai
n = 6 maka nilai 2 ≤ p ≤ d6
2
e = 3. Nilai k bergantung pada nilai p sedemikian
sehingga jika p = 2 maka 2 ≤ k ≤ 2 atau k ∈ {2} dan untuk p = 3 maka
2 ≤ k ≤ 3 atau k ∈ {2, 3}. Nilai l bergantung pada nilai p sedemikian sehingga
jika p = 2 maka 2 ≤ l ≤ 6− 2 + 1 = 5 atau l ∈ {2, 3, 4, 5} dan untuk p = 3 maka
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2 ≤ l ≤ 6− 3 + 1 = 4 atau l ∈ {2, 3, 4}. Dari hasil observasi, didapat representasi
setiap simpul-simpul dari graf C4 .∆ Pn sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (0, 1, 1) r(y3,1|Π) = (2, 1, 0)
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1) r(y4,1|Π) = (1, 1, 0)
r(y1,k|Π) = (0, k, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,k|Π) = (0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,k|Π) = (k + 1, 0, k − 1); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y4,k|Π) = (k, 0, k − 1); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e r(y1,l|Π) = (l − 1, l, 0);
jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2,l|Π) = (l, 0, l); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,l|Π) = (l + 1, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y4,l|Π) = (l, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafC4.∆Pn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf C4 .∆ Pn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 3 untuk m =
4. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf C4 .∆ Pn adalah pd(C4 .∆ Pn) ≤ 3.
Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf C4 .∆ Pn
adalah 3 ≤ pd(C4 .∆ Pn) ≤ 3. Jadi, dimensi partisi dari graf C4 .∆ Pn adalah
pd(C4 .∆ Pn) = 3 untuk m = 4.
Untuk m = 6, batas atas dimensi partisi dari graf C6 .∆ Pn dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf C6 .∆ Pn. Ambil partisi
pembeda Π = {S1, S2, S3, S4} sedemikian sehingga S1 = {y1,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤
p ≤ dn
2
e} ∪ {y2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}, S2 = {y2,1, y3,k, y4,k, y6,k|2 ≤ k ≤
p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e}, S3 = {yj,1, y5,k|3 ≤ j ≤ 6, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} dan
S4 = {yj,l|1 ≤ j ≤ 6, 2 ≤ l ≤ n − p + 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e} akan ditunjukkan bahwa
semua simpul di graf C6 .∆ Pn mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π.
Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan dalam bentuk lebih umum
yang bergantung pada nilai n dan m. Dalam kasus ini, dapat dinyatakan dalam
beberapa parameter yaitu nilai k, l yang bergantung pada nilai p dan juga nilai p
bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai n = 6 maka nilai
2 ≤ p ≤ d6
2
e = 3. Nilai k bergantung pada nilai p sedemikian sehingga jika
p = 2 maka 2 ≤ k ≤ 2 atau k ∈ {2} dan untuk p = 3 maka 2 ≤ k ≤ 3
atau k ∈ {2, 3}. Nilai l bergantung pada nilai p sedemikian sehingga jika p = 2
maka 2 ≤ l ≤ 6 − 2 + 1 = 5 atau l ∈ {2, 3, 4, 5} dan untuk p = 3 maka
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2 ≤ l ≤ 6 − 3 + 1 = 4 atau l ∈ {2, 3, 4}. Dari hasil observasi, didapat repre-
sentasi setiap simpul-simpul dari graf C6 .∆ Pn sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (0, 1, 1, 1) r(y4,1|Π) = (3, 1, 0, 1)
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1, 1) r(y5,1|Π) = (2, 2, 0, 1)
r(y3,1|Π) = (2, 1, 0, 1) r(y6,1|Π) = (1, 1, 0, 1)
r(y1,k|Π) = (0, k, k, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,k|Π) = (0, k − 1, k, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,k|Π) = (k + 1, 0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y4,k|Π) = (k + 2, 0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y5,k|Π) = (k + 1, k + 1, 0, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y6,k|Π) = (k, 0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y1,l|Π) = (l − 1, l, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,l|Π) = (l, l − 1, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,l|Π) = (l + 1, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y4,l|Π) = (l + 2, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y5,l|Π) = (l + 1, l + 1, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y6,l|Π) = (l, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafC6.∆Pn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf C6 .∆ Pn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 4 untuk m =
6. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf C6 .∆ Pn adalah pd(C6 .∆ Pn) ≤ 4.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf C6 .∆ Pn,
akan ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf C6 .∆ Pn memiliki kardinalitas
kurang dari 4. Misalkan suatu partisi pembeda dari C6 .∆ Pn dengan |Π| = 3
maka akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk
m = 6 terdiri dari 6n buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan
representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, ambil Π = {S1, S2, S3}
dengan S1 = {y1,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e},
S2 = {y2,1, y3,k, y4,k, y6,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}, S3 = {yj,1, y5,k|3 ≤ j ≤
6, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e} ∪ {yj,l|1 ≤ j ≤ 6, 2 ≤ l ≤ n − p + 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
maka dapat kita pilih sebarang simpul y5,k, y5,l ∈ S3; k = l, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤
p ≤ dn
2
e dan simpul y5,k, y5,l memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S1, S2
misalkan d(y5,k, S1) = d(y5,l, S1) = l + 1, d(y5,k, S2) = d(y5,l, S2) = l + 1 untuk
l = k, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e sehingga terdapat sedikitnya dua simpul dengan
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representasi yang sama, yaitu r(y5,k|Π) = r(y5,l|Π) = (l + 1, l + 1, 0) untuk l =
k, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e dikarenakan simpul y5,k dan y5,l terdapat dalam kelas
partisi yang sama. Berdasarkan Lemma 2.2, simpul y5,k dan y5,l harus berada pada
kelas partisi berbeda. Jadi, Π dengan |Π| = 3 bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π sama
dengan 3 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf C6 .∆ Pn adalah pd(C6 .∆ Pn) ≥ 4. Dengan
demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf C6 .∆ Pn adalah
4 ≤ pd(C6 .∆ Pn) ≤ 4. Jadi, dimensi partisi dari graf C6 .∆ Pn adalah
pd(C6 .∆ Pn) = 4 untuk m = 6.
Kasus 2: Untuk m ∈ {8, 12, 16, 20, ...} dapat ditulis m ≡ 0(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m ∈ {4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V (Cm .∆ Pn) terhadap partisi pembeda Π.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:
Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3, S4} sedemikian sehingga:
S1 = {y1,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤
dn
2
e} ∪ {ym−1,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
S2 = {y2,1, ym,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y3,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤
dn
2
e} ∪ {y2h+2,k|1 ≤ h ≤ m−62 , 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
S3 = {yj,1|3 ≤ j ≤ m} ∪ {y2h+3,k|1 ≤ h ≤ m−62 , 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤
dn
2
e} ∪ {ym−2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
S4 = {yj,l|1 ≤ j ≤ m, 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Cm .∆ Pn mempunyai representasi
yang berbeda terhadap Π. Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan
dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n dan m. Dalam kasus ini,
dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai k, l yang bergantung pada
nilai p dan juga nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai
n = 6 maka nilai 2 ≤ p ≤ d6
2
e = 3. Nilai k bergantung pada nilai p sedemikian
sehingga jika p = 2 maka 2 ≤ k ≤ 2 atau k ∈ {2} dan untuk p = 3 maka
2 ≤ k ≤ 3 atau k ∈ {2, 3}. Nilai l bergantung pada nilai p sedemikian sehingga
jika p = 2 maka 2 ≤ l ≤ 6− 2 + 1 = 5 atau l ∈ {2, 3, 4, 5} dan untuk p = 3 maka
2 ≤ l ≤ 6− 3 + 1 = 4 atau l ∈ {2, 3, 4}. Dari hasil observasi, didapat representasi
setiap simpul-simpul dari graf Cm .∆ Pn untuk m ≡ 0(mod4) dan m ≥ 8, sebagai
berikut:
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1, 1)
35
r(y3,1|Π) = (2, 1, 0, 1)
r(ym−1,1|Π) = (1, 2, 0, 1)
r(ym,1|Π) = (1, 1, 0, 1)
r(y2h,1|Π) = (2h− 1, 1, 0, 1); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e
r(y2h,1|Π) = (−2h+ 4dm−24 e, 1, 0, 1); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e − 1
r(y1,k|Π) = (0, k, k, k); jika 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,k|Π) = (0, k − 1, k, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,k|Π) = (k + 1, 0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym−2,k|Π) = (k + 1, k + 2, 0, k); jika 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym−1,k|Π) = (0, k + 1, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym,k|Π) = (k, 0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2h,k|Π) = (2h+k−2, 0, k−1, k); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2h,k|Π) = (−2h+4dm−24 e+k−1, 0, k−1, k); jika dm−24 e+1 ≤ h ≤ dm−22 e−1,
2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2h+1,k|Π) = (2h + k − 1, k + 1, 0, k); jika 2 ≤ h ≤ bm−24 c, 1 ≤ k ≤ p,
2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2h+1,k|Π) = (−2h+4bm−24 c+k+2, k+1, 0, k); jika bm−24 c+1 ≤ h ≤ bm−22 c−1,
1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e.
r(y1,l|Π) = (l − 1, l, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,l|Π) = (l, l − 1, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,l|Π) = (l + 1, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym−2,l|Π) = (l + 1, l + 2, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym−1,k|Π) = (l, l + 1, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym,l|Π) = (l, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2h,l|Π) = (2h+ l − 2, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤
p ≤ dn
2
e
r(y2h,l|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ l− 1, l, l− 1, 0); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e− 1,
2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2h+1,l|Π) = (2h+ l− 1, l+ 1, l− 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ bm−24 c, 1 ≤ l ≤ n− p+ 1,
2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2h+1,l|Π) = (−2h + 4bm−24 c + l + 2, l + 1, l − 1, 0); jika bm−24 c + 1 ≤ h ≤
bm−2
2
c − 1, 1 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafCm.∆Pn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, S4} merupakan partisi pembeda
dari graf Cm .∆ Pn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 4
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untuk m ≡ 0(mod4) dan m ≥ 8. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Oleh sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf
Cm .∆ Pn adalah pd(Cm .∆ Pn) ≤ 4.
Kasus 3: Untuk m ∈ {10, 14, 18, 22, ...} dapat ditulis m ≡ 2(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m ∈ {4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V (Cm .∆ Pn) terhadap partisi pembeda Π.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:
Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3, S4} sedemikian sehingga:
S1 = {y1,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪
{ym−1,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
S2 = {y2,1, ym,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y3,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤
dn
2
e} ∪ {y2h+2,k|1 ≤ h ≤ m−62 , 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
S3 = {yj,1|3 ≤ j ≤ m} ∪ {y2h+3,k|1 ≤ h ≤ m−62 , 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤
dn
2
e} ∪ {ym−2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
S4 = {yj,l|1 ≤ j ≤ m, 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Cm .∆ Pn mempunyai representasi
yang berbeda terhadap Π. Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan
dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n dan m. Dalam kasus ini,
dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai k, l yang bergantung pada
nilai p dan juga nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai
n = 6 maka nilai 2 ≤ p ≤ d6
2
e = 3. Nilai k bergantung pada nilai p sedemikian
sehingga jika p = 2 maka 2 ≤ k ≤ 2 atau k ∈ {2} dan untuk p = 3 maka
2 ≤ k ≤ 3 atau k ∈ {2, 3}. Nilai l bergantung pada nilai p sedemikian sehingga
jika p = 2 maka 2 ≤ l ≤ 6− 2 + 1 = 5 atau l ∈ {2, 3, 4, 5} dan untuk p = 3 maka
2 ≤ l ≤ 6− 3 + 1 = 4 atau l ∈ {2, 3, 4}. Dari hasil observasi, didapat representasi
setiap simpul-simpul dari graf Cm .∆ Pn untuk m ≡ 2(mod4) dan m ≥ 10, sebagai
berikut:
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1, 1)
r(y3,1|Π) = (2, 1, 0, 1)
r(ym−1,1|Π) = (1, 2, 0, 1)
r(ym,1|Π) = (1, 1, 0, 1)
r(y2h,1|Π) = (2h− 1, 1, 0, 1); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e
r(y2h,1|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ 2, 1, 0, 1); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e − 1
r(y1,k|Π) = (0, k, k, k); jika 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,k|Π) = (0, k − 1, k, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
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r(y3,k|Π) = (k + 1, 0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym−2,k|Π) = (k + 1, k + 2, 0, k); jika 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym−1,k|Π) = (0, k + 1, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym,k|Π) = (k, 0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2h,k|Π) = (2h+k−2, 0, k−1, k); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2h,k|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ k+ 1, 0, k− 1); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e− 1,
2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2h+1,k|Π) = (2h+ k − 1, k + 1, 0, k); jika 2 ≤ h ≤ bm−24 c, 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤
dn
2
e
r(y2h+1,k|Π) = (−2h+ 4bm−24 c+k, k+ 1, 0, k); jika bm−24 c+ 1 ≤ h ≤ bm−22 c− 1,
1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e.
r(y1,l|Π) = (l − 1, l, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,l|Π) = (l, l − 1, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,l|Π) = (l + 1, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym−2,l|Π) = (l + 1, l + 2, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym−1,k|Π) = (l, l + 1, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym,l|Π) = (l, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2h,l|Π) = (2h+ l − 2, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤
p ≤ dn
2
e
r(y2h,l|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ l+ 1, l, l− 1, 0); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e− 1,
2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2h+1,l|Π) = (2h+ l− 1, l+ 1, l− 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ bm−24 c, 1 ≤ l ≤ n− p+ 1,
2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2h+1,l|Π) = (−2h+4bm−24 c+ l, l+1, l−1, 0); jika bm−24 c+1 ≤ h ≤ bm−22 c−1,
1 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafCm.∆Pn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, S4} merupakan partisi pembeda
dari graf Cm .∆ Pn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 4
untuk m ≡ 0(mod4) dan m ≥ 10. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Oleh sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf
Cm .∆ Pn adalah pd(Cm .∆ Pn) ≤ 4.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Cm .∆Pn.
Misalkan suatu partisi pembeda dari Cm .∆ Pn dengan |Π| = 3 maka akan terdapat
sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m genap dan m ≥ 8
terdiri dari satu buah cycle dan nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua
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simpul dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, ambil Π =
{S1, S2, S3} dengan S1 = {{y1,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤
p ≤ dn
2
e} ∪ {ym−1,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}, S2 = {y2,1, ym,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤
p ≤ dn
2
e} ∪ {y3,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y2h+2,k|1 ≤ h ≤ m−62 , 2 ≤ k ≤
p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e}, S3 = {yj,1|3 ≤ j ≤ m} ∪ {y2h+3,k|1 ≤ h ≤ m−62 , 2 ≤ k ≤
p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e} ∪ {ym−2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {yj,l|1 ≤ j ≤ m, 2 ≤
l ≤ n − p + 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e} maka dapat kita pilih sebarang simpul yj,k, yj,l ∈
S3, k = l untuk 5 ≤ j ≤ m − 2 dengan j gasal dan simpul yj,p, yj,l memiliki jarak
yang sama terhadap kelas partisi S1, S2 misalkan d(y5,k, S1) = d(y5,l, S1) = l + 3,
d(y5,k, S2) = d(y5,l, S2) = l + 1 untuk l = k, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e sehingga
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama, yaitu r(y5,k|Π) =
r(y5,l|Π) = (l + 3, l + 1, 0) untuk l = k, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e dikarenakan
simpul y5,k dan y5,l terdapat dalam kelas partisi yang sama. Berdasarkan Lemma
2.2, simpul y5,k dan y5,l harus berada pada kelas partisi berbeda. Jadi, Π dengan
|Π| = 3 bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π sama
dengan 3 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf Cm .∆ Pn adalah pd(Cm .∆ Pn) ≥ 4. Dengan
demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Cm .∆ Pn adalah
4 ≤ pd(Cm .∆ Pn) ≤ 4. Jadi, dimensi partisi dari graf Cm .∆ Pn adalah
pd(Cm .∆ Pn) = 4 untuk m genap dan n ≥ 2.
Dalam kasus ini untuk m ∈ {3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, ...} dapat dipisah
menjadi tiga kasus yaitu pertama untuk m ∈ {3, 5}, kedua untuk m ∈
{7, 11, 15, 19, ...} dapat ditulis m ≡ 3(mod 4) dan ketiga untuk m ∈
{9, 13, 17, 21, ...} dapat ditulis m ≡ 1(mod 4).
Kasus 4: Untuk m ∈ {3, 5} dibuktikan secara terpisah dari m ∈
{3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, ...} karena ada kekhususan pada representasi setiap
simpul dalam V (Cm .∆ Pn) terhadap partisi pembeda Π. Berikut ini pembuktian
selengkapnya:
Untuk m = 3, Batas bawah dari dimensi partisi graf C3 .∆ Pn dapat merujuk
pada Teorema 2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf G
isomorfik dengan lintasan Pn. Graf hasil operasi comb C3 .∆ Pn tidak isomorfik
dengan lintasan Pn, maka dapat dipastikan batas bawah dari dimensi partisi graf
C3 .∆ Pn adalah pd(C3 .∆ Pn) ≥ 3. Selanjutnya, batas atas dimensi partisi dari
graf C3 .∆ Pn dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada
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graf C3 .∆ Pn. Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga
S1 = {y1,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e},
S2 = {y2,1, y3,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}, dan S3 = {y3,1, yj,l|1 ≤ j ≤ 3, 2 ≤ l ≤
n − p + 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C3 .∆ Pn
mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π. Penulisan representasi setiap
simpul dapat dinyatakan dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n
dan m. Dalam kasus ini, dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai
k, l yang bergantung pada nilai p dan juga nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai
ilustrasi, jika diambil nilai n = 6 maka nilai 2 ≤ p ≤ d6
2
e = 3. Nilai k bergantung
pada nilai p sedemikian sehingga jika p = 2 maka 2 ≤ k ≤ 2 atau k ∈ {2} dan
untuk p = 3 maka 2 ≤ k ≤ 3 atau k ∈ {2, 3}. Nilai l bergantung pada nilai p
sedemikian sehingga jika p = 2 maka 2 ≤ l ≤ 6 − 2 + 1 = 5 atau l ∈ {2, 3, 4, 5}
dan untuk p = 3 maka 2 ≤ l ≤ 6−3+1 = 4 atau l ∈ {2, 3, 4}. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf C3 .∆ Pn sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (0, 1, 1) r(y2,1|Π) = (1, 0, 1) r(y3,1|Π) = (1, 1, 0)
r(y1,k|Π) = (0, k, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,k|Π) = (0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,k|Π) = (k, 0, k − 1); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y1,l|Π) = (l − 1, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,l|Π) = (l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,l|Π) = (l, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafC3.∆Pn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf C3 .∆ Pn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 3 untuk m =
3. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf C3 .∆ Pn adalah pd(C3 .∆ Pn) ≤ 3.
Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf C3 .∆ Pn
adalah 3 ≤ pd(C3 .∆ Pn) ≤ 3. Jadi, dimensi partisi dari graf C3 .∆ Pn adalah
pd(C3 .∆ Pn) = 3 untuk m = 3.
Untuk m = 5, batas atas dimensi partisi dari graf C5 .∆ Pn dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf C5 .∆ Pn. Ambil partisi
pembeda Π = {S1, S2, S3, S4} sedemikian sehingga S1 = {y1,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤
p ≤ dn
2
e} ∪ {y2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}, S2 = {y2,1, y3,k, y5,k|2 ≤ k ≤
p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e}, S3 = {yj,1, y4,k|3 ≤ j ≤ 5, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} dan
S4 = {yj,l|1 ≤ j ≤ 5, 2 ≤ l ≤ n − p + 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e} akan ditunjukkan bahwa
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semua simpul di graf C5 .∆ Pn mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π.
Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan dalam bentuk lebih umum
yang bergantung pada nilai n dan m. Dalam kasus ini, dapat dinyatakan dalam
beberapa parameter yaitu nilai k, l yang bergantung pada nilai p dan juga nilai p
bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai n = 6 maka nilai
2 ≤ p ≤ d6
2
e = 3. Nilai k bergantung pada nilai p sedemikian sehingga jika
p = 2 maka 2 ≤ k ≤ 2 atau k ∈ {2} dan untuk p = 3 maka 2 ≤ k ≤ 3
atau k ∈ {2, 3}. Nilai l bergantung pada nilai p sedemikian sehingga jika p = 2
maka 2 ≤ l ≤ 6 − 2 + 1 = 5 atau l ∈ {2, 3, 4, 5} dan untuk p = 3 maka
2 ≤ l ≤ 6 − 3 + 1 = 4 atau l ∈ {2, 3, 4}. Dari hasil observasi, didapat repre-
sentasi setiap simpul-simpul dari graf C5 .∆ Pn sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (0, 1, 1, 1) r(y2,1|Π) = (1, 0, 1, 1) r(y3,1|Π) = (2, 1, 0, 1)
r(y4,1|Π) = (2, 2, 0, 1) r(y5,1|Π) = (1, 1, 0, 1)
r(y1,k|Π) = (0, k, k, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,k|Π) = (0, k − 1, k, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,k|Π) = (k + 1, 0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y4,k|Π) = (k + 1, k + 1, 0, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y5,k|Π) = (k, 0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y1,l|Π) = (l − 1, l, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,l|Π) = (l, l − 1, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,l|Π) = (l + 1, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y4,l|Π) = (l + 1, l + 1, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y5,l|Π) = (l, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafC5.∆Pn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf C5 .∆ Pn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 4 untuk m =
5. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf C5 .∆ Pn adalah pd(C5 .∆ Pn) ≤ 4.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf C5 .∆ Pn,
akan ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf C5 .∆ Pn memiliki kardinalitas
kurang dari 4. Misalkan suatu partisi pembeda dari C5 .∆ Pn dengan |Π| = 3 maka
akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m = 5
terdiri dari satu buah cycle dan nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua
simpul dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, ambil Π =
{S1, S2, S3} dengan S1 = {y1,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤
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p ≤ dn
2
e}, S2 = {y2,1, y3,k, y5,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}, S3 = {yj,1, y4,k|3 ≤ j ≤
5, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e} ∪ {yj,l|1 ≤ j ≤ 5, 2 ≤ l ≤ n − p + 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
maka dapat kita pilih sebarang simpul y4,k, y4,l ∈ S3; k = l, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤
p ≤ dn
2
e dan simpul y4,k, y4,l memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S1, S2
misalkan d(y4,k, S1) = d(y4,l, S1) = l + 1, d(y4,k, S2) = d(y4,l, S2) = l + 1 untuk
l = k, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e sehingga terdapat sedikitnya dua simpul dengan
representasi yang sama, yaitu r(y4,k|Π) = r(y4,l|Π) = (l + 1, l + 1, 0) untuk l =
k, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e dikarenakan simpul y4,k dan y4,l terdapat dalam kelas
partisi yang sama. Berdasarkan Lemma 2.2, simpul y4,k dan y4,l harus berada pada
kelas partisi berbeda. Jadi, Π dengan |Π| = 3 bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π sama
dengan 3 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf C5 .∆ Pn adalah pd(C5 .∆ Pn) ≥ 4. Dengan
demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf C5 .∆ Pn adalah
4 ≤ pd(C5 .∆ Pn) ≤ 4. Jadi, dimensi partisi dari graf C5 .∆ Pn adalah
pd(C5 .∆ Pn) = 4 untuk m = 5.
Kasus 5: Untuk m ∈ {7, 11, 15, 19, ...} dapat ditulis m ≡ 3(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m ∈ {3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V (Cm .∆ Pn) terhadap partisi pembeda Π.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:
Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3, S4} sedemikian sehingga:
S1 = {y1,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
S2 = {y2,1, ym,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y3,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤
dn
2
e} ∪ {y2h+2,k|1 ≤ h ≤ m−52 , 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
S3 = {yj,1|3 ≤ j ≤ m} ∪ {y2h+3,k|1 ≤ h ≤ m−52 , 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤
dn
2
e} ∪ {ym−1,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
S4 = {yj,l|1 ≤ j ≤ m, 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Cm .∆ Pn mempunyai representasi
yang berbeda terhadap Π. Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan
dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n dan m. Dalam kasus ini,
dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai k, l yang bergantung pada
nilai p dan juga nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai
n = 6 maka nilai 2 ≤ p ≤ d6
2
e = 3. Nilai k bergantung pada nilai p sedemikian
sehingga jika p = 2 maka 2 ≤ k ≤ 2 atau k ∈ {2} dan untuk p = 3 maka
2 ≤ k ≤ 3 atau k ∈ {2, 3}. Nilai l bergantung pada nilai p sedemikian sehingga
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jika p = 2 maka 2 ≤ l ≤ 6− 2 + 1 = 5 atau l ∈ {2, 3, 4, 5} dan untuk p = 3 maka
2 ≤ l ≤ 6− 3 + 1 = 4 atau l ∈ {2, 3, 4}. Dari hasil observasi, didapat representasi
setiap simpul-simpul dari graf Cm .∆ Pn untuk m ≡ 3(mod4) dan m ≥ 7, sebagai
berikut:
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1, 1)
r(y3,1|Π) = (2, 1, 0, 1)
r(ym,1|Π) = (1, 1, 0, 1)
r(y2h|Π) = (2h− 1, 1, 0, 1); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e
r(y2h|Π) = (−2h+ 4dm−24 e, 1, 0, 1); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e − 1
r(y1,k|Π) = (0, k, k, k); jika 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,k|Π) = (0, k − 1, k, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,k|Π) = (k + 1, 0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym−1,k|Π) = (k + 1, k + 1, 0, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym,k|Π) = (k, 0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2h,k|Π) = (2h+k−2, 0, k−1, k); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2h,k|Π) = (−2h+4dm−24 e+k−1, 0, k−1, k); jika dm−24 e+1 ≤ h ≤ dm−22 e−1,
2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2h+1,k|Π) = (2h+ k − 1, k + 1, 0, k); jika 2 ≤ h ≤ bm−24 c, 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤
dn
2
e
r(y2h+1,k|Π) = (−2h+ 4bm−24 c+k+ 2, k+ 1, 0, k); jika bm−24 c+ 1 ≤ h ≤ bm−22 c,
1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e.
r(y1,l|Π) = (l − 1, l, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,l|Π) = (l, l − 1, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,l|Π) = (l + 1, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym−1,k|Π) = (l + 1, l + 1, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym,l|Π) = (l, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2h,l|Π) = (2h+ l − 2, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤
p ≤ dn
2
e
r(y2h,l|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ l− 1, l, l− 1, 0); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e− 1,
2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2h+1,l|Π) = (2h+ l− 1, l+ 1, l− 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ bm−24 c, 1 ≤ l ≤ n− p+ 1,
2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2h+1,l|Π) = (−2h + 4bm−24 c + l + 2, l + 1, l − 1, 0); jika bm−24 c + 1 ≤ h ≤
bm−2
2
c − 1, 1 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafCm.∆Pn mempunyai
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representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, S4} merupakan partisi pembeda
dari graf Cm .∆ Pn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 4
untuk m ≡ 3(mod4) dan m ≥ 7. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Oleh sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf
Cm .∆ Pn adalah pd(Cm .∆ Pn) ≤ 4.
Kasus 6: Untuk m ∈ {9, 13, 17, 21, ...} dapat ditulis m ≡ 1(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m ∈ {3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V (Cm .∆ Pn) terhadap partisi pembeda Π.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:
Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3, S4} sedemikian sehingga:
S1 = {y1,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y2,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
S2 = {y2,1, ym,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y3,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤
dn
2
e} ∪ {y2h+2,k|1 ≤ h ≤ m−52 , 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
S3 = {yj,1|3 ≤ j ≤ m} ∪ {y2h+3,k|1 ≤ h ≤ m−52 , 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤
dn
2
e} ∪ {ym−1,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
S4 = {yj,l|1 ≤ j ≤ m, 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Cm .∆ Pn mempunyai representasi
yang berbeda terhadap Π. Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan
dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n dan m. Dalam kasus ini,
dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai k, l yang bergantung pada
nilai p dan juga nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai
n = 6 maka nilai 2 ≤ p ≤ d6
2
e = 3. Nilai k bergantung pada nilai p sedemikian
sehingga jika p = 2 maka 2 ≤ k ≤ 2 atau k ∈ {2} dan untuk p = 3 maka
2 ≤ k ≤ 3 atau k ∈ {2, 3}. Nilai l bergantung pada nilai p sedemikian sehingga
jika p = 2 maka 2 ≤ l ≤ 6− 2 + 1 = 5 atau l ∈ {2, 3, 4, 5} dan untuk p = 3 maka
2 ≤ l ≤ 6− 3 + 1 = 4 atau l ∈ {2, 3, 4}. Dari hasil observasi, didapat representasi
setiap simpul-simpul dari graf Cm .∆ Pn untuk m ≡ 1(mod4) dan m ≥ 9, sebagai
berikut:
r(y2,1|Π) = (1, 0, 1, 1)
r(y3,1|Π) = (2, 1, 0, 1)
r(ym,1|Π) = (1, 1, 0, 1)
r(y2h|Π) = (2h− 1, 1, 0, 1); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e
r(y2h|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ 2, 1, 0, 1); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e − 1
r(y1,k|Π) = (0, k, k, k); jika 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,k|Π) = (0, k − 1, k, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
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r(y3,k|Π) = (k + 1, 0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym−1,k|Π) = (k + 1, k + 1, 0, k); jika 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym,k|Π) = (k, 0, k − 1, k); jika 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2h,k|Π) = (2h+k−2, 0, k−1, k); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2h,k|Π) = (−2h+4dm−24 e+k+1, 0, k−1, k); jika dm−24 e+1 ≤ h ≤ dm−22 e−1,
2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2h+1,k|Π) = (2h+ k − 1, k + 1, 0, k); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤
dn
2
e
r(y2h+1,k|Π) = (−2h + 4dm−24 e + k, k + 1, 0, k); jika dm−24 e + 1 ≤ h ≤ bm−22 c,
1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e.
r(y1,l|Π) = (l − 1, l, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2,l|Π) = (l, l − 1, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y3,l|Π) = (l + 1, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym−1,k|Π) = (l + 1, l + 1, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(ym,l|Π) = (l, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e
r(y2h,l|Π) = (2h+ l − 2, l, l − 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤
p ≤ dn
2
e
r(y2h,l|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ l+ 1, l, l− 1, 0); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ dm−22 e− 1,
2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2h+1,l|Π) = (2h+ l− 1, l+ 1, l− 1, 0); jika 2 ≤ h ≤ dm−24 e, 1 ≤ l ≤ n− p+ 1,
2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(y2h+1,l|Π) = (−2h+ 4dm−24 e+ l, l + 1, l − 1, 0); jika dm−24 e+ 1 ≤ h ≤ bm−22 c,
1 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafCm.∆Pn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, S4} merupakan partisi pembeda
dari graf Cm .∆ Pn. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 4
untuk m ≡ 1(mod4) dan m ≥ 9. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Oleh sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf
Cm .∆ Pn adalah pd(Cm .∆ Pn) ≤ 4.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Cm .∆Pn,
akan ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf Cm .∆ Pn memiliki kardinalitas
kurang dari 4. Misalkan suatu partisi pembeda dari Cm .∆Pn dengan |Π| = 3 maka
akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untukm gasal
dan m ≥ 7 terdiri dari satu buah cycle dan nm buah simpul, maka terdapat sedik-
itnya dua simpul dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman,
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ambil Π = {S1, S2, S3} dengan S1 = {y1,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y2,k|2 ≤
k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e}, S2 = {y2,1, ym,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {y3,k|2 ≤
k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e} ∪ {y2h+2,k|1 ≤ h ≤ m−52 , 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e},
S3 = {yj,1|3 ≤ j ≤ m} ∪ {y2h+3,k|1 ≤ h ≤ m−52 , 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤
dn
2
e} ∪ {ym−1,k|2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {yj,l|1 ≤ j ≤ m, 2 ≤ l ≤
n−p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e}maka dapat kita pilih sebarang simpul yj,k, yj,l ∈ S3, k = l
untuk 5 ≤ j ≤ m − 1 dengan j gasal dan simpul yj,k, yj,l memiliki jarak yang
sama terhadap kelas partisi S1, S2 misalkan d(y5,k, S1) = d(y5,l, S1) = l + 3,
d(y5,k, S2) = d(y5,l, S2) = l + 1 untuk l = k, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e sehingga
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama, yaitu r(y5,k|Π) =
r(y5,l|Π) = (l + 3, l + 1, 0) untuk l = k, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e dikarenakan
simpul y5,k dan y5,l terdapat dalam kelas partisi yang sama. Berdasarkan Lemma
2.2, simpul y5,k dan y5,l harus berada pada kelas partisi berbeda. Jadi, Π dengan
|Π| = 3 bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π sama
dengan 3 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf Cm .∆ Pn adalah pd(Cm .∆ Pn) ≥ 4. Dengan
demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Cm .∆ Pn adalah
4 ≤ pd(Cm .∆ Pn) ≤ 4. Jadi, dimensi partisi dari graf Cm .∆ Pn adalah
pd(Cm .∆ Pn) = 4 untuk m gasal dan n ≥ 7.
Dari kedua kasus (1) sampai (6), didapatkan dimensi partisi dari graf Cm .∆ Pn
untuk m ∈ {3, 4}, n ≥ 3 adalah 3 dan dimensi partisi dari graf Cm .∆ Pn untuk
m ≥ 5, n ≥ 3 adalah 4. 2
4.1.2 Dimensi Partisi Graf Lintasan Comb Graf Lingkaran
Graf hasil operasi comb antara graf lintasan Pn dengan graf lingkaran Cm
dihasilkan dari menduplikat graf lingkaran Cm sebanyak n simpul di graf lingtasan
Pn dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lingkaran Cm pada setiap
simpul graf lintasan Pn, maka dapat dikatakan bahwa graf Pn . Cm merupakan
graf yang terdiri dari n kali graf Lingkaran Cm. Graf Pn . Cm memiliki himpunan
simpul V (Pn . Cm) = {yi,j|1 ≤ j ≤ m 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi
E(Pn . Cm) = {yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ j ≤ m − 1, 1 ≤
i ≤ n} ∪ {yi,myi,1|1 ≤ i ≤ n}. Graf Pn . Cm memiliki nm buah simpul dan
mn+ n− 1 buah sisi. Graf Pn . Cm ditunjukkan pada Gambar 4.3.
Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf Pn . Cm dengan
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Gambar 4.3: Graf Hasil Operasi Pn . Cm
m,n ∈ Z+. Jika m = 2 maka lingkaran C2 merupakan graf lunar atau graf yang
memiliki sisi ganda sehingga C2 bukan graf sederhana dan jika n = 1 maka graf
hasil operasi comb P1 . Cm isomorfik dengan lingkaran Cm, sedemikian sehingga
order lingkaran Cm dan lintasan Pn masing-masing m ≥ 3 dan n ≥ 2. Dalam
menentukan dimensi partisi suatu graf Pn . Cm, hal pertama yang harus dilakukan
adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Pn . Cm.
Dimensi partisi mensyaratkan partisi pembeda Π harus mempunyai kardinalitas
yang minimum.
Teorema 4.3. Misalkan Pn adalah graf lintasan order n dan Cm adalah graf
lingkaran order m. Untuk m ≥ 3 dan n ≥ 2, dimensi partisi graf hasil operasi
comb Pn . Cm adalah sebagai berikut:
pd(Pn . Cm) =

3, jika m genap dan n ∈ {2, 3}
m gasal dan n = 2
4, jika m genap dan n ≥ 4
m gasal dan n ≥ 3
Bukti: Misalkan graf Pn . Cm memiliki himpunan simpul V (Pn . Cm) = {yi,j|1 ≤
j ≤ m 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Pn . Cm) = {yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤ n −
1} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ j ≤ m − 1, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi,myi,1|1 ≤ i ≤ n}. Jadi, kita
akan menunjukkan bahwa dimensi partisi graf Cm . Pn adalah 3 untuk m genap
dan n ∈ {2, 3} atau m gasal dan n = 2 dan dimensi partisi graf Cm . Pn adalah 4
untuk m genap dan n ≥ 4 atau m gasal dan n ≥ 3. Untuk menunjukkan dimensi
partisi graf Pn . Cm dengan mn buah simpul, maka untuk masing-masing nilai m
dibagi menjadi dua kasus yaitu kasus pertama untuk m genap, sedangkan kasus
kedua untuk m gasal.
Kasus 1: Untuk m genap dan n ∈ {2, 3}.
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Gambar 4.4: (a) Partisi Pembeda P3 . C6 (b) Partisi Pembeda P2 . C6
Dimensi partisi graf Pn . Cm dengan mn buah simpul adalah 3 untuk m genap dan
n ∈ {2, 3}, dikarenakan untukm = 4 dan n ∈ {2, 3}membentuk suatu pola. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf Pn . Cm untuk m
genap dan n ∈ {2, 3}, sehingga dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf Pn.Cm
adalah 3 dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.
Batas bawah dari dimensi partisi graf Pn . Cm dapat merujuk pada Teorema
2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf G isomorfik dengan
lintasan Pn. Graf hasil operasi comb Pn . Cm tidak isomorfik dengan lintasan Pn,
maka dapat dipastikan batas bawah dari dimensi partisi graf Pn .Cm adalah pd(Pn .
Cm) ≥ 3. Selanjutnya, Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(Pn . Cm)
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Pn .Cm dapat
dilihat pada Gambar 4.4. Misalkan Π adalah suatu partisi pembeda dari V (Pn.Cm)
dengan Π = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga: S1 = {y1,2}, S2 = {y2,2} dan S3 =
{y1,1, y2,1, y1,j, y2,j|3 ≤ j ≤ m} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf
Pn . Cm mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn . Cm untuk m genap dan
n = 2, sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (1, 2, 0)
r(y2,1|Π) = (2, 1, 0)
r(y1,2|Π) = (0, 3, 1)
r(y1,j|Π) = (j − 2, j + 1, 0); jika 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1
r(y1,j|Π) = (−j +m+ 2,−j +m+ 3, 0); jika bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m
r(y2,2|Π) = (3, 0, 1)
r(y2,j|Π) = (j + 1, j − 2, 0); jika 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1
r(y2,j|Π) = (−j +m+ 3,−j +m+ 2, 0); jika bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m.
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Representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn . Cm untuk m genap dan n = 3,
sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (1, 3, 0)
r(y2,1|Π) = (1, 2, 0)
r(y3,1|Π) = (2, 1, 0)
r(y1,2|Π) = (0, 4, 1)
r(y1,j|Π) = (j − 2, j + 2, 0); jika 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1
r(y1,j|Π) = (−j +m+ 2,−j +m+ 4, 0); jika bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m
r(y2,2Π) = (0, 3, 1)
r(y2,j|Π) = (j − 2, j + 1, 0); jika 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1
r(y2,j|Π) = (−j+m+2,−j+m+3, 0); jika bm2 c+2 ≤ j ≤ m. r(y3,2|Π) = (3, 0, 1)
r(y3,j|Π) = (j + 1, j − 2, 0); jika 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1
r(y3,j|Π) = (−j +m+ 3,−j +m+ 2, 0); jika bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Pn .Cm mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi, Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf Pn . Cm. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 3 untuk m
genap dan n ∈ {2, 3}. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum.
Oleh sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf Pn.Cm sehingga
dapat ditulis pd(Pn . Cm) ≤ 3.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi 3 ≤
pd(Pn . Cm) ≤ 3. Jadi dimensi partisi pd(Pn . Cm) = 3 untuk m genap dan
n ∈ {2, 3}.
Kasus 2: Untuk m gasal dan n = 2.
Dimensi partisi graf Pn . Cm dengan mn buah simpul adalah 3 untuk m gasal dan
n = 2, dikarenakan untuk m = 3 dan n = 2 membentuk suatu pola. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf Pn . Cm untuk
m gasal dan n = 2, sehingga dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf Pn . Cm
adalah 3 dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.
Batas bawah dari dimensi partisi graf Pn . Cm dapat merujuk pada Teorema
2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf G isomorfik
dengan lintasan Pn. Graf hasil operasi comb Pn . Cm tidak isomorfik dengan
lintasan Pn, maka dapat dipastikan batas bawah dari dimensi partisi graf Pn . Cm
adalah pd(Pn . Cm) ≥ 3. Selanjutnya, Untuk menentukan batas atas dimensi
partisi pd(Pn . Cm) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π
pada graf Pn . Cm. Misalkan Π adalah suatu partisi pembeda dari V (Pn . Cm)
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dengan Π = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga: S1 = {y1,2}, S2 = {y2,2} dan
S3 = {y1,1, y2,1, y1,j, y2,j|3 ≤ j ≤ m} akan ditunjukkan bahwa semua simpul
di graf Pn . Cm mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π. Dari hasil
observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn . Cm untuk m
gasal dan n = 2, sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (1, 2, 0)
r(y2,1|Π) = (2, 1, 0)
r(y1,2|Π) = (0, 3, 1)
r(y1,j|Π) = (j − 2, j + 1, 0); jika 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1
r(y1,bm
2
c+2|Π) = (bm2 c, bm2 c+ 2, 0)
r(y1,j|Π) = (−j + 2bm2 c+ 3,−j + 2bm2 c+ 4, 0); jika bm2 c+ 3 ≤ j ≤ m
r(y2,2|Π) = (3, 0, 1)
r(y2,j|Π) = (j + 1, j − 2, 0); jika 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1
r(y2,bm
2
c+2|Π) = (bm2 c+ 2, bm2 c, 0)
r(y2,j|Π) = (−j + 2bm2 c+ 4,−j + 2bm2 c+ 3, 0); jika bm2 c+ 3 ≤ j ≤ m.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Pn .Cm mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi, Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf Pn . Cm. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 3 untuk m
gasal dan n = 2. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh
sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf Pn . Cm sehingga
dapat ditulis pd(Pn . Cm) ≤ 3.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi 3 ≤
pd(Pn . Cm) ≤ 3. Jadi dimensi partisi pd(Pn . Cm) = 3 untuk m gasal dan n = 2.
Kasus 3: Untuk m genap dan n ≥ 4.
Dimensi partisi graf Pn . Cm dengan mn buah simpul adalah 3 untuk m genap
dan n ≥ 4, dikarenakan untuk m = 4 dan n = 4 membentuk suatu pola. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf Pn . Cm untuk m
genap dan n ≥ 4, sehingga dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf Pn . Cm
adalah 4. Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(Pn .Cm) dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Pn . Cm dapat dilihat pada
Gambar 4.5.
Misalkan Π adalah suatu partisi pembeda dari V (Pn . Cm) dengan Π =
{S1, S2, S3, S4} sedemikian sehingga: S1 = {yi,2|1 ≤ i ≤ n}, S2 = {yi,j|1 ≤ i ≤
n, 3 ≤ j ≤ m}, S3 = {y1,1} dan S4 = {yi,1|2 ≤ i ≤ n} akan ditunjukkan bahwa
semua simpul di graf Pn . Cm mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π.
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Gambar 4.5: Partisi Pembeda P5 . C6 Untuk m genap dan n ≥ 4
Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn . Cm
untuk m genap dan n ≥ 4, sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (1, 1, 0, 1)
r(yi,1|Π) = (1, 1, i− 1, 0); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y1,2Π) = (0, 1, 1, 2)
r(y1,j|Π) = (j − 2, 0, j − 1, j); jika 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1
r(y1,bm
2
c+2|Π) = (bm2 c, 0, bm2 c − 1, bm2 c)
r(y1,j|Π) = (−j+2bm2 c+2, 0,−j+2bm2 c+1,−j+2bm2 c+2); jika bm2 c+3 ≤ j ≤ m
r(yi,2|Π) = (0, 1, i, 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(yi,j|Π) = (j − 2, 0, j + i− 2, j − 1); jika 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 2 ≤ i ≤ n
r(yi,bm
2
c+2|Π) = (bm2 c, 0, bm2 c+ i− 2, bm2 c − 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(yi,j|Π) = (−j+2bm2 c+2, 0,−j+2bm2 c+i,−j+2bm2 c+1); jika bm2 c+3 ≤ j ≤ m,
2 ≤ i ≤ n.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Pn .Cm mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi, Π = {S1, S2, S3, S4} merupakan partisi pembeda
dari graf Pn .Cm. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 4 untuk m
genap dan n ≥ 4. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh
sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf Pn . Cm sehingga
dapat ditulis pd(Pn . Cm) ≤ 4.
Selanjutnya, Untuk menentukan batas bawah dari dimensi partisi dari graf
Pn . Cm didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa
partisi pembeda dari graf Pn .Cm mempunyai kardinalitas kurang dari 4. Misalkan
suatu partisi pembeda dari Pn . Cm dengan |Π| = 3, maka terdapat sedikitnya dua
simpul dengan representasi yang sama. Untuk m genap dan n ≥ 4 terdiri dari n
buah cycle dan nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan repre-
sentasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf Pn . Cm dengan
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m = 4 dan n = 4, dapat dipilih Π = {S1, S2, S3} dengan S1 = {y1,2, y2,2, y3,2},
S2 = {y4,2} dan S3 = V (Pn . Cm) − (S1 ∪ S2), maka terdapat sedikitnya dua
simpul dengan representasi yang sama, yaitu r(y1,1|Π) = r(y3,3|Π) = (1, 4, 0).
Jadi, dapat diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π adalah 3 bukan merupakan
partisi pembeda. Oleh sebab itu, batas bawah dari dimensi partisi graf Pn . Cm
adalah pd(Pn . Cm) ≥ 4.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dari dimensi partisi graf
Pn . Cm adalah 4 ≤ pd(Pn . Cm) ≤ 4. Maka dimensi partisi dari graf Pn . Cm
adalah pd(Pn . Cm) = 4 untuk m genap dan n ≥ 4.
Kasus 4: Untuk m gasal dan n ≥ 3.
Misalkan Π adalah suatu partisi pembeda dari V (Pn . Cm) dengan Π =
{S1, S2, S3, S4} sedemikian sehingga: S1 = {yi,2|1 ≤ i ≤ n}, S2 = {yi,j|1 ≤
i ≤ n, 3 ≤ j ≤ m}, S3 = {y1,1} dan S4 = {yi,1|2 ≤ i ≤ n}, akan ditun-
jukkan bahwa semua simpul di graf Pn .Cm mempunyai representasi yang berbeda
terhadap Π. Berikut ini merupakan hasil observasi pada graf Pn . Cm. Simpul-
simpul xi dengan 1 ≤ i ≤ n dan yi,j dengan 1 ≤ i ≤ n dan 1 ≤ j ≤ m − 1. Dari
hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn . Cm untuk
m gasal dan n ≥ 3, sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (1, 1, 0, 1)
r(yi,1|Π) = (1, 1, i− 1, 0); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y1,2|Π) = (0, 1, 1, 2)
r(y1,j|Π) = (j − 2, 0, j − 1, j); jika 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1
r(y1,bm
2
c+2Π) = (bm2 c, 0, bm2 c, bm2 c+ 1)
r(y1,j|Π) = (−j+2bm2 c+3, 0,−j+2bm2 c+2,−j+2bm2 c+3); jika bm2 c+3 ≤ j ≤ m
r(yi,2Π) = (0, 1, i, 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(yi,j|Π) = (j − 2, 0, j + i− 2, j − 1); jika 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 2 ≤ i ≤ n
r(yi,bm
2
c+2Π) = (bm2 c, 0, bm2 c+ i− 1, bm2 c); jika 2 ≤ i ≤ n
r(yi,j|Π) = (−j + 2bm2 c + 3, 0,−j + 2bm2 c + i + 1,−j + 2bm2 c + 2); jika
bm
2
c+ 3 ≤ j ≤ m, 2 ≤ i ≤ n.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Pn .Cm mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, S4} merupakan partisi pembeda
dari graf Pn . Cm. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Π adalah |Π| = 4 untuk
m gasal dan n ≥ 3. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum.
Oleh sebab itu, dapat dikatakan sebagai batas atas dimensi partisi dari graf Pn .Cm
sehingga dapat ditulis pd(Pn . Cm) ≤ 4.
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Selanjutnya, Untuk menentukan batas bawah dari dimensi partisi dari graf Pn .
Cm didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa partisi
pembeda dari graf Pn . Cm mempunyai kardinalitas kurang dari 4. Misalkan suatu
partisi pembeda dari Pn .Cm dengan |Π| = 3, maka terdapat sedikitnya dua simpul
dengan representasi yang sama. Untuk m gasal dan n ≥ 3 terdiri dari n buah cycle
dan nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf Pn.Cm denganm = 5 dan n =
3, dapat dipilih Π = {S1, S2, S3} dengan S1 = {y1,2, y2,2}, S2 = {y3,2} dan S3 =
V (Pn . Cm)− (S1 ∪ S2), maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi
yang sama, yaitu r(y1,5|Π) = r(y2,4|Π) = (2, 4, 0). Jadi, dapat diperoleh bahwa Π
dengan kardinalitas Π adalah 3 bukan merupakan partisi pembeda. Oleh sebab itu,
batas bawah dari dimensi partisi graf Pn . Cm adalah pd(Pn . Cm) ≥ 4.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dari dimensi partisi graf
Pn . Cm adalah 4 ≤ pd(Pn . Cm) ≤ 4. Maka dimensi partisi dari graf Pn . Cm
adalah pd(Pn . Cm) = 4 untuk m gasal dan n ≥ 3. 2
4.1.3 Dimensi Partisi Graf Lengkap Comb Graf Lintasan
Graf hasil operasi comb antara graf lengkap Km dengan graf lintasan Pn
dihasilkan dari menduplikat graf lintasan Pn sebanyak m simpul di graf lengkap
Km dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lintasan Pn pada setiap simpul
graf lengkap Km, maka dapat dikatakan bahwa graf Km .δ Pn merupakan graf yang
terdiri darim kali Lintasan Pn.sehingga memiliki himpunan simpul V (Km.δPn) =
{yj,i|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Km .δ Pn) = {yj,1yj+k,1|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ k ≤ m − j} ∪ {yj,iyj,i+1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n − 1}. Graf
Km .δPn memiliki nm buah simpul dan m
2−m
2
+m(n−1) buah sisi. GrafKm .δPn
ditunjukkan pada Gambar 4.6 (a).
Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf Km .δ Pn dengan
m,n ∈ Z+. Jika m = 2, graf K2 isomorfik dengan graf lintasan P2 dan jika
n = 1 maka graf hasil operasi comb Km .δ P1 isomorfik dengan graf lengkap
Km sedemikian sehingga order dari graf lengkap Km dan graf lintasan Pn masing-
masing adalah m ≥ 3 dan n ≥ 2. Dalam menentukan dimensi partisi suatu graf
Km .δ Pn, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan
batas bawah dimensi partisi dari graf Km .δ Pn. Dimensi partisi mensyaratkan
semua himpunan simpul elemen Π harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
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Gambar 4.6: (a) Graf Hasil OperasiKm .δPn, (b) Konstruksi Partisi Pembeda Graf
K6 .δ P4
Teorema 4.4. Misalkan Km adalah graf lengkap order m dan Pn adalah graf
lintasan order n dengan simpul pelekatan dari Pn yang berderajat satu. Untuk
m ≥ 3 dan n ≥ 2, dimensi partisi graf hasil operasi comb Km .δ Pn adalah
pd(Km .δ Pn) = m.
Bukti: Misalkan grafKm.δPn memiliki himpunan simpul V (Km.δPn) = {yj,i|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Km .δ Pn) = {yj,1yj+k,1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤
k ≤ m − j} ∪ {yj,iyj,i+1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n − 1}. Dimensi partisi graf
Km .δ Pn dengan mn buah simpul adalah m untuk m ≥ 3 dan n ≥ 2, dikarenakan
untuk m = 4 dan n = 2 membentuk suatu pola. Tanpa mengurangi keumuman,
dapat diperoleh bentuk umum dari graf Km .δ Pn untuk m ≥ 3 dan n ≥ 2, sehingga
dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi grafKm.δPn adalahm dengan membentuk
sebuah teorema dan dibuktikan.
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(Km .δ Pn) dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Km .δ Pn dapat dilihat pada
Gambar 4.6 (b). Untuk m ≥ 3 dan n ≥ 2. Ambil partisi pembeda Π =
{S1, S2, S3, ..., Sm} sedemikian sehingga Sj = {yj,i|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} akan
ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Km .δ Pn mempunyai representasi yang
berbeda terhadap Π. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul
dari graf Km .δ Pn untuk m ≥ 3 dan n ≥ 2, sebagai berikut:
r(yj,i|Π) = (i, ..., i︸ ︷︷ ︸
j−1
, 0, i, ..., i︸ ︷︷ ︸
m−j
); jika1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafKm.δPn mempunyai
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representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., Sm} merupakan partisi
pembeda dari graf Km .δ Pn. Sehingga |Π| = m. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π adalah m.
Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf Km .δ Pn adalah pd(Km .δ Pn) ≤ m.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Pn .δ
Cm didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa partisi
pembeda dari graf Km .δ Pn memiliki kardinalitas kurang dari m. Misalkan suatu
partisi pembeda dari Km .δ Pn dengan |Π| = m − 1 maka terdapat sedikitnya dua
simpul dengan representasi yang sama. Untuk m ≥ 3 dan n ≥ 2 terdiri dari nm
buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama.
Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf Km .δ Pn dengan m ≥ 3 dan n ≥ 2,
dapat dipilih Π = {S1, S2, S3, ..., Sm−1} dengan Sj = {yj,i|1 ≤ j ≤ m− 1, 1 ≤
i ≤ n} dan Sm−1 = {ym,i|1 ≤ i ≤ n}, maka terdapat sedikitnya dua simpul
dengan representasi yang sama, yaitu r(ym,i|Π) = r(ym−1,i|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, 0). Jadi
Π dengan |Π| = m− 1 bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π sama
dengan m − 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas bawah dimensi partisi dari grafKm.δPn adalah pd(Km.δPn) ≥ m.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi m ≤
pd(Km .δ Pn) ≤ m. Jadi dimensi partisi dari graf Km .δ Pn adalah pd(Km .δ Pn) =
m untuk m ≥ 3 dan n ≥ 2. 2
Sekarang, akan membahas dimensi partisi pada graf Km .∆ Pn dengan m,n ∈
Z+ dan salah satu simpul v ∈ Pn yang dilekatkan ke setiap simpul u ∈ Km dan
simpul v mempunyai derajat sama dengan dua. Jika m = 2, graf K2 isomorfik
dengan graf lintasan P2 dan jika n = 2 graf P2 merupakan graf lintasan dan setiap
simpulnya tidak berderajat dua sedemikian sehingga order dari graf lengkap Km
dan graf lintasan Pn masing-masing adalah m ≥ 3 dan n ≥ 3. Graf Km .∆ Pn
ditunjukkan pada Gambar 4.7 (a). Dalam menentukan dimensi partisi suatu graf
Km .∆ Pn, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan
batas bawah dimensi partisi dari graf Km .∆ Pn. Dimensi partisi mensyaratkan
partisi pembeda Π harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Teorema 4.5. Misalkan Km adalah graf lengkap order m dan Pn adalah graf
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Gambar 4.7: (a) Graf Hasil OperasiKm.∆Pn, (b) Konstruksi Partisi Pembeda Graf
K6 .∆ P6
lintasan order n dengan simpul pelekatan dari Pn yang berderajat dua. Untuk
m ≥ 3 dan n ≥ 3, dimensi partisi dari sebuah graf hasil operasi comb Km .∆ Pn
adalah pd(Km .∆ Pn) = m.
Bukti:Misalkan graf Km .∆ Pn memiliki himpunan simpul V (Km .∆ Pn) =
{yj,k|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e} ∪ {yj,l|1 ≤ j ≤ m, 2 ≤ l ≤
n − p + 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e} dan himpunan sisi E(Km .∆ Pn) = {yj,1yj+r,1|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ r ≤ m − j} ∪ {yj,kyj,k+1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ p − 1, 2 ≤ p ≤
dn
2
e}∪ {yj,lyj,l+1|1 ≤ j ≤ m, 2 ≤ l ≤ n−p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}∪{yj,1yj,2|1 ≤ j ≤ m}.
Dimensi partisi graf Km .∆ Pn dengan mn buah simpul adalah m untuk m ≥ 3 dan
n ≥ 3, dikarenakan untuk m = 4 dan n = 3 membentuk suatu pola. Tanpa mengu-
rangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf Km .∆ Pn untuk m ≥ 3
dan n ≥ 3, sehingga dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf Km .∆ Pn adalah
m dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(Km .∆ Pn) dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Km .∆ Pn dapat dilihat pada
Gambar 4.7 (b). Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3, ..., Sm} sedemikian
sehingga Sj = {yj,k|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}, Sj+1 = {yj,l|1 ≤
j ≤ m − 1, 2 ≤ l ≤ n − p + 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e} dan S1 = {ym,l|2 ≤ l ≤
n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Km .∆ Pn
mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π. Penulisan representasi setiap
simpul dapat dinyatakan dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n
dan m. Dalam kasus ini, dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai
k, l yang bergantung pada nilai p dan jua nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai
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ilustrasi, jika diambil nilai n = 6 maka nilai 2 ≤ p ≤ d6
2
e = 3. Nilai k bergantung
pada nilai p sedemikian sehingga jika p = 2 maka 2 ≤ k ≤ 2 atau k ∈ {2}
dan untuk p = 3 maka 2 ≤ k ≤ 3 atau k ∈ {2, 3}. Nilai l bergantung pada nilai p
sedemikian sehingga jika p = 2 maka 2 ≤ l ≤ 6−2+1 = 5 atau l ∈ {2, 3, 4, 5} dan
untuk p = 3 maka 2 ≤ l ≤ 6 − 3 + 1 = 4 atau l ∈ {2, 3, 4}. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Km .∆ Pn untuk m ≥ 3 dan
n ≥ 3, sebagai berikut:
r(yj,k|Π) = (k, ..., k︸ ︷︷ ︸
j−1
, 0, k, ..., k︸ ︷︷ ︸
m−j
); jika 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(yj,l|Π) = (l, ..., l︸ ︷︷ ︸
j−1
, l−1, 0, l, ..., l︸ ︷︷ ︸
m−j−1
); jika 1 ≤ j ≤ m, 2 ≤ l ≤ n−p+1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e
r(ym,l|Π) = (0, l, ..., l︸ ︷︷ ︸
m−2
, l − 1); jika 2 ≤ l ≤ n− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dn
2
e
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Km .∆ Pn
mempunyai representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., Sm} merupakan
partisi pembeda dari graf Km .∆ Pn. Sehingga |Π| = m. Berdasarkan uraian di
atas, diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π adalah
m. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf Km .∆Pn adalah pd(Km .∆Pn) ≤ m.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Pn .∆ Cm
dapat mempertimbangkan bahwa partisi pembeda dari graf Km .∆ Pn memiliki
kardinalitas kurang dari m. Misalkan suatu partisi pembeda dari graf Km .∆ Pn
adalah m − 1 maka akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi
koordinat yang sama. Untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3 terdiri dari nm buah simpul, maka
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi
keumuman, misalkan graf Km .∆ Pn dengan m ≥ 3 dan n ≥ 3, dapat dipilih
Π = {S1, S2, S3, ..., Sm−1} dengan Sj = {yj,k|1 ≤ j ≤ m − 1, 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤
p ≤ dn
2
e}, Sj+1 = {yj,l|1 ≤ j ≤ m − 2, 2 ≤ l ≤ n − p + 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e},
Sm−1 = {ym−1,l|2 ≤ l ≤ n−p+1, 2 ≤ p ≤ dn2 e}∪{ym,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dn2 e}
dan S1 = {ym,l|2 ≤ l ≤ n − p + 1, 2 ≤ p ≤ dn2 e}, maka dapat kita pilih
sebarang simpul ym−1,1, ym,1 ∈ Sm−1 dan simpul ym−1,1, ym,1 memiliki jarak yang
sama terhadap kelas partisi S1, S2, ..., Sm−2 misalkan d(ym,1, S1) = d(ym−1,1, S1) =
1, d(ym,1, S2) = d(ym−1,1, S2) = 1, ..., d(ym,1, Sm−2) = d(ym−1,1, Sm−2) = 1
sehingga terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama, yaitu
r(ym,1|Π) = r(ym−1,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, 0) dikarenakan simpul ym,1 dan ym−1,1
terdapat dalam kelas partisi yang sama. Berdasarkan Lemma 2.2, simpul ym,1 dan
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Gambar 4.8: Graf Hasil Operasi Pn . Km
ym−1,1 harus berada pada kelas partisi berbeda. Jadi, Π dengan |Π| = m− 1 bukan
merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π sama
dengan m − 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas bawah dimensi partisi dari graf Km .∆ Pn adalah pd(Km .∆ Pn) ≥
m. Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
m ≤ pd(Km .∆ Pn) ≤ m. Jadi dimensi partisi dari graf Km .∆ Pn adalah
pd(Km .∆ Pn) = m untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3. 2
4.1.4 Dimensi Partisi Graf Lintasan Comb Graf Lengkap
Graf hasil operasi comb antara graf lintasan Pn dengan graf lengkap Km
dihasilkan dari menduplikat graf lengkap Km sebanyak n simpul di graf lintasan
Pn dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lengkap Km pada setiap simpul
graf lintasan Pn, maka dapat dikatakan bahwa graf Pn . Km merupakan graf
yang terdiri dari n kali Lengkap Km. Graf Pn . Km memiliki himpunan simpul
V (Pn . Km) = {yi,j|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Pn . Km) =
{yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {yi,jyi,j+k|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ m− j}.
Graf Pn . Km memiliki nm buah simpul dan n(m
2−m
2
) + (n − 1) buah sisi. Graf
Pn . Km ditunjukkan pada Gambar 4.8.
Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf Pn . Km dengan
m,n ∈ Z+. Jika m = 2, graf K2 isomorfik dengan graf lintasan P2 dan jika
n = 1 maka graf hasil operasi comb P1 . Km isomorfik dengan graf lengkap
Km sedemikian sehingga order dari graf lengkap Km dan graf lintasan Pn masing-
masing adalah m ≥ 3 dan n ≥ 2.. Dalam menentukan dimensi partisi suatu graf
Pn .Km, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas
bawah dimensi partisi dari graf Pn . Km. Dimensi partisi mensyaratkan semua
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himpunan simpul elemen Π harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Teorema 4.6. Misalkan Pn adalah graf lintasan order n dan Km adalah graf
lengkap order m. Untuk m ≥ 3 dan n ≥ 2, dimensi partisi graf hasil operasi
comb Pn . Km adalah
pd(Pn . Km) =
{
m, jika n ≤ m
m+ 1, jika n > m
Bukti: Misalkan graf Pn .Km memiliki himpunan simpul V (Pn .Km) = {yi,j|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Pn . Km) = {yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤
n − 1} ∪ {yi,jyi,j+k|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ m − j}. Dimensi partisi
graf Pn .Km dengan mn buah simpul adalah m jika n ≤ m dan m+ 1 jika n > m,
dikarenakan untuk m ≥ 3, n ≥ 2 membentuk suatu pola sehingga dapat diperoleh
bentuk umum dari graf Pn .Km, maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf
Pn . Km adalah m dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.
Kasus 1: Untuk n = m
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(Pn . Km) dapat diperoleh dengan
mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Pn . Km dapat dilihat pada Gambar
4.9. Untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan n = m. Ambil partisi pembeda Π =
{S1, S2, S3, ..., Sm} sedemikian sehingga:
Sj−1 = {yi,j|i 6= j − 1, 1 ≤ i ≤ n− 2, 2 ≤ j ≤ m}
Sj = {yn−l,j+1|2 ≤ j ≤ m− 1, 0 ≤ l ≤ 1}
Sm = {yi,i+1|1 ≤ i ≤ n− 2}
Sm−1 = {yi,1|2 ≤ i ≤ n}
Sm = {yn−1,2}
S1 = {y1,1, yn,2}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Pn . Km mempunyai representasi
yang berbeda terhadap Π. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-
simpul dari graf Pn . Km untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan m = n, sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−1
); jika 1 ≤ j ≤ m
r(y1,2|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−1
, 0); jika 1 ≤ j ≤ m
r(y1,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j+1
); jika 3 ≤ j ≤ m
r(yi,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i−2
, 0, 1); jika 2 ≤ i ≤ n− 2
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Gambar 4.9: Partisi Pembeda Graf P6 . K6
r(yn−1,1|Π) = (2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−3
, 0, 1)
r(yn,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, 0, 2)
r(yn−1,j|Π) = (3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−3
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j+1
); jika 3 ≤ j ≤ m
r(yn−1,2|Π) = (3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, 0)
r(yn,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j
, 3); jika 2 ≤ j ≤ m
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−j︸ ︷︷ ︸
i−1
, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i
); jika 2 ≤ i ≤ n− 2, 2 ≤ j ≤ i
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−i−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i−1︸ ︷︷ ︸
m−i
); jika 2 ≤ i ≤ n− 2, i+ 2 ≤ j ≤ m
r(yi,i+1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i−1
, 0); jika 2 ≤ i ≤ n− 2
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Pn.Km mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., Sm} merupakan partisi
pembeda dari graf Pn . Km. Sehingga |Π| = m. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π sama dengan
m. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf Pn . Km yaitu pd(Pn . Km) ≤ m.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Pn .
Cm didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa partisi
pembeda dari graf Pn . Km memiliki kardinalitas kurang dari m. Misalkan suatu
partisi pembeda dari Pn . Km dengan |Π| = m − 1 sehingga terdapat sedik-
itnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan
m = n terdiri dari nm buah simpul. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf
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Pn . Km dengan m ≥ 3, n ≥ 2 dan m = n memiliki himpunan kelas partisi yaitu
Π = {S1, S2, S3, ..., Sm−1}. Perhatikan pada Gambar 4.8 untuk sebuah subgraf
berupa graf lengkap yang melekat pada simpul y1,1 dapat ditentukan beberapa kasus
pengelompokan kelas partisinya sebagai berikut:
a) Ambil S1 = {y1,1}, Sj = {y1,j|2 ≤ j ≤ m− 2}, dan Sm−1 = {y1,m−1, y1,m}.
Dari kelas-kelas partisi tersebut, terdapat dua simpul yang berada dalam kelas
partisi yang sama yaitu y1,m−1, y1,m ∈ Sm−1 dan simpul y1,m−1, y1,m tidak
berada pada simpul-simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf lengkap.
Simpul y1,m−1, y1,m memiliki jarak ke simpul-simpul dari kelas partisi yang
lain yaitu d(y1,m−1, u) = d(y1,m, u) = 1 dimana u ∈ S \{y1,m−1, y1,m}. Oleh
karena itu, terdapat sedikitnya dua simpul y1,m−1, y1,m ∈ Sm−1 yang memiliki
representasi yang sama sebagaimana r(y1,m−1|Π) = r(y1,m|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, 0)
berakibat dua simpul y1,m−1, y1,m harus berada dalam partisi yang berbeda.
Maka Π dengan |Π| = m− 1 bukan merupakan partisi pembeda.
b) Misalkan S1 = {y1,1, } dan Sj−1 = {y1,j|2 ≤ j ≤ m}. Dari kelas-
kelas partisi tersebut, terdapat dua simpul yang berada dalam kelas partisi
yang sama yaitu y1,1, y1,2 ∈ S1 dan simpul y1,2 tidak berada pada simpul-
simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf lengkap. Simpul y1,1, y1,2
yang memiliki jarak ke simpul-simpul dari kelas partisi yang lain yaitu
d(y1,1, u) = d(y1,2, u) = 1 dimana u ∈ S \ {y1,1, y1,2}. Oleh karena itu,
terdapat sedikitnya dua simpul y1,1, y1,2 ∈ S1 yang memiliki representasi
yang sama sebagaimana r(y1,1|Π) = r(y1,2|Π) = (0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
) berakibat dua
simpul y1,1, y1,2 harus berada dalam partisi yang berbeda. Maka Π dengan
|Π| = m− 1 bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π adalah
m − 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf Pn . Km yaitu pd(Pn . Km) ≥ m. Dengan
demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisim ≤ pd(Pn.Km) ≤
m. Jadi dimensi partisi dari graf Pn . Km adalah pd(Pn . Km) = m untuk m ≥ 3,
n ≥ 2 dan m = n.
Kasus 2: Untuk n < m
Untuk n = m − 1, menentukan batas atas dimensi partisi pd(Pn . Km) dapat
diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Pn.Km dapat dilihat
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pada Gambar 4.9. Untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan n = m − 1. Ambil partisi pembeda
Π = {S1, S2, S3, ..., Sm} sedemikian sehingga:
Sj−1 = {yi,j|i 6= j − 1, 1 ≤ i ≤ m− 2, 2 ≤ j ≤ m}
Sj = {ym−1,j+1|2 ≤ j ≤ m− 1}
Sm = {yi,i+1|1 ≤ i ≤ m− 2}
Sm−1 = {yi,1|2 ≤ i ≤ m− 1}
Sm = {ym−1,2}
S1 = {y1,1}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Pn . Km mempunyai representasi
yang berbeda terhadap Π. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-
simpul dari graf Pn . Km untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan n = m− 1, sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−1
); jika 1 ≤ j ≤ m
r(y1,2|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−1
, 0); jika 1 ≤ j ≤ m
r(y1,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j+1
); jika 3 ≤ j ≤ m
r(yi,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i−2
, 0, 1); jika 2 ≤ i ≤ m− 2
r(ym−1,1|Π) = (2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−3
, 0, 1)
r(ym−1,j|Π) = (3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−3
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j+1
); jika 3 ≤ j ≤ m
r(ym−1,2|Π) = (3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, 0)
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−j︸ ︷︷ ︸
i−1
, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i
); jika 2 ≤ i ≤ m− 2, 2 ≤ j ≤ i
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−i−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i−1︸ ︷︷ ︸
m−i
); jika 2 ≤ i ≤ m− 2, i+ 2 ≤ j ≤ m
r(yi,i+1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i−1
, 0); jika 2 ≤ i ≤ m− 2
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Pn.Km mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., Sm} merupakan partisi
pembeda dari graf Pn . Km. Sehingga |Π| = m. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π sama dengan
m. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf Pn . Km yaitu pd(Pn . Km) ≤ m.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Pn .
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Cm didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa partisi
pembeda dari graf Pn . Km memiliki kardinalitas kurang dari m. Misalkan suatu
partisi pembeda dari Pn . Km dengan |Π| = m − 1 sehingga terdapat sedikitnya
dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan n = m − 1
terdiri dari nm buah simpul. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf Pn .Km
dengan m ≥ 3, n ≥ 2 dan n = m − 1 memiliki himpunan kelas partisi yaitu
Π = {S1, S2, S3, ..., Sm−1}. Perhatikan pada Gambar 4.8 untuk sebuah subgraf
berupa graf lengkap yang melekat pada simpul y1,1 dapat ditentukan beberapa kasus
pengelompokan kelas partisinya sebagai berikut:
a) Ambil S1 = {y1,1}, Sj = {y1,j|2 ≤ j ≤ m− 2}, dan Sm−1 = {y1,m−1, y1,m}.
Dari kelas-kelas partisi tersebut, terdapat dua simpul yang berada dalam kelas
partisi yang sama yaitu y1,m−1, y1,m ∈ Sm−1 dan simpul y1,m−1, y1,m tidak
berada pada simpul-simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf lengkap.
Simpul y1,m−1, y1,m memiliki jarak ke simpul-simpul dari kelas partisi yang
lain yaitu d(y1,m−1, u) = d(y1,m, u) = 1 dimana u ∈ S \{y1,m−1, y1,m}. Oleh
karena itu, terdapat sedikitnya dua simpul y1,m−1, y1,m ∈ Sm−1 yang memiliki
representasi yang sama sebagaimana r(y1,m−1|Π) = r(y1,m|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, 0)
berakibat dua simpul y1,m−1, y1,m harus berada dalam partisi yang berbeda.
Maka Π dengan |Π| = m− 1 bukan merupakan partisi pembeda.
b) Misalkan S1 = {y1,1, } dan Sj−1 = {y1,j|2 ≤ j ≤ m}. Dari kelas-
kelas partisi tersebut, terdapat dua simpul yang berada dalam kelas partisi
yang sama yaitu y1,1, y1,2 ∈ S1 dan simpul y1,2 tidak berada pada simpul-
simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf lengkap dan simpul y1,2
tidak berada pada simpul-simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf
lengkap. Simpul y1,1, y1,2 yang memiliki jarak ke simpul-simpul dari kelas
partisi yang lain yaitu d(y1,1, u) = d(y1,2, u) = 1 dimana u ∈ S \ {y1,1, y1,2}.
Oleh karena itu, terdapat sedikitnya dua simpul y1,1, y1,2 ∈ S1 yang memiliki
representasi yang sama sebagaimana r(y1,1|Π) = r(y1,2|Π) = (0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
)
berakibat dua simpul y1,1, y1,2 harus berada dalam partisi yang berbeda. Maka
Π dengan |Π| = m− 1 bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π adalah
m − 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf Pn . Km yaitu pd(Pn . Km) ≥ m.
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Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
m ≤ pd(Pn . Km) ≤ m. Jadi dimensi partisi dari graf Pn . Km adalah
pd(Pn . Km) = m untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan n = m− 1.
Untuk n = m− l dimana 2 ≤ l ≤ m−2, menentukan batas atas dimensi partisi
pd(Pn . Km) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf
Pn . Km dapat dilihat pada Gambar 4.9. Untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan n = m − l,
2 ≤ l ≤ m − 2. Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3, ..., Sm} sedemikian
sehingga:
Sj−1 = {yi,j|i 6= j − 1, 1 ≤ i ≤ m− l, 2 ≤ l ≤ m− 2, 2 ≤ j ≤ m}
Sm = {yi,i+1|1 ≤ i ≤ m− l, 2 ≤ l ≤ m− 2}
Sm−1 = {yi,1|2 ≤ i ≤ m− l, 2 ≤ l ≤ m− 2}
S1 = {y1,1}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Pn . Km mempunyai representasi
yang berbeda terhadap Π. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-
simpul dari graf Pn . Km untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan n = m − l, 2 ≤ l ≤ m − 2,
sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−1
); jika 1 ≤ j ≤ m
r(y1,2|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−1
, 0); jika 1 ≤ j ≤ m
r(y1,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j+1
); jika 3 ≤ j ≤ m
r(yi,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i−2
, 0, 1); jika 2 ≤ i ≤ m− l, 2 ≤ l ≤ m− 2
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−j︸ ︷︷ ︸
i−1
, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i
); jika 2 ≤ i ≤ m − l, 2 ≤ l ≤ m − 2,
2 ≤ j ≤ i
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−i−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i−1︸ ︷︷ ︸
m−i
); jika 2 ≤ i ≤ m − l, 2 ≤ l ≤ m − 2,
i+ 2 ≤ j ≤ m
r(yi,i+1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i−1
, 0); jika 2 ≤ i ≤ m− l, 2 ≤ l ≤ m− 2
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Pn.Km mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., Sm} merupakan partisi
pembeda dari graf Pn . Km. Sehingga |Π| = m. Berdasarkan uraian di atas,
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diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π sama dengan
m. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf Pn . Km yaitu pd(Pn . Km) ≤ m.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Pn .
Cm didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa partisi
pembeda dari graf Pn . Km memiliki kardinalitas kurang dari m. Misalkan suatu
partisi pembeda dari Pn .Km dengan |Π| = m−1 sehingga terdapat sedikitnya dua
simpul dengan representasi yang sama. Untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan n = m − l,
2 ≤ l ≤ m − 2 terdiri dari nm buah simpul. Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan graf Pn.Km denganm ≥ 3, n ≥ 2 dan n = m−l, 2 ≤ l ≤ m−2 memiliki
himpunan kelas partisi yaitu Π = {S1, S2, S3, ..., Sm−1}. Perhatikan pada Gambar
4.8 untuk sebuah subgraf berupa graf lengkap yang melekat pada simpul y1,1 dapat
ditentukan beberapa kasus pengelompokan kelas partisinya sebagai berikut:
a) Ambil S1 = {y1,1}, Sj = {y1,j|2 ≤ j ≤ m− 2}, dan Sm−1 = {y1,m−1, y1,m}.
Dari kelas-kelas partisi tersebut, terdapat dua simpul yang berada dalam kelas
partisi yang sama yaitu y1,m−1, y1,m ∈ Sm−1 dan simpul y1,m−1, y1,m tidak
berada pada simpul-simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf lengkap.
Simpul y1,m−1, y1,m memiliki jarak ke simpul-simpul dari kelas partisi yang
lain yaitu d(y1,m−1, u) = d(y1,m, u) = 1 dimana u ∈ S \{y1,m−1, y1,m}. Oleh
karena itu, terdapat sedikitnya dua simpul y1,m−1, y1,m ∈ Sm−1 yang memiliki
representasi yang sama sebagaimana r(y1,m−1|Π) = r(y1,m|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, 0)
berakibat dua simpul y1,m−1, y1,m harus berada dalam partisi yang berbeda.
Maka Π dengan |Π| = m− 1 bukan merupakan partisi pembeda.
b) Misalkan S1 = {y1,1, } dan Sj−1 = {y1,j|2 ≤ j ≤ m}. Dari kelas-
kelas partisi tersebut, terdapat dua simpul yang berada dalam kelas partisi
yang sama yaitu y1,1, y1,2 ∈ S1 dan simpul y1,2 tidak berada pada simpul-
simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf lengkap dan simpul y1,2
tidak berada pada simpul-simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf
lengkap. Simpul y1,1, y1,2 yang memiliki jarak ke simpul-simpul dari kelas
partisi yang lain yaitu d(y1,1, u) = d(y1,2, u) = 1 dimana u ∈ S \ {y1,1, y1,2}.
Oleh karena itu, terdapat sedikitnya dua simpul y1,1, y1,2 ∈ S1 yang memiliki
representasi yang sama sebagaimana r(y1,1|Π) = r(y1,2|Π) = (0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
)
berakibat dua simpul y1,1, y1,2 harus berada dalam partisi yang berbeda. Maka
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Π dengan |Π| = m− 1 bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π adalah
m − 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf Pn . Km yaitu pd(Pn . Km) ≥ m. Dengan
demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisim ≤ pd(Pn.Km) ≤
m. Jadi dimensi partisi dari graf Pn . Km adalah pd(Pn . Km) = m untuk m ≥ 3,
n ≥ 2 dan n = m− l, 2 ≤ l ≤ m− 2.
Kasus 3: Untuk n > m
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(Pn . Km) dapat diperoleh dengan
mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Pn . Km. Untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan
n > m. Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3, ..., Sm+1} sedemikian sehingga:
Sj = {yi,j|2 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}
Sj−1 = {yl,j|2 ≤ j ≤ m}
Sm+1 = {y1,1}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Pn . Km mempunyai representasi
yang berbeda terhadap Π. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-
simpul dari graf Pn . Km untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan n > m, sebagai berikut:
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j
, i); jika 2 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ m
r(yi,1|Π) = (0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−1
, i− 1); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y1,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j
, 3, 1); jika 2 ≤ j ≤ m
r(y1,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−1
, 2, 0).
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Pn.Km mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., Sm+1} merupakan partisi
pembeda dari graf Pn . Km. Sehingga |Π| = m + 1. Berdasarkan uraian di
atas, diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π sama
dengan m + 1. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh
sebab itu, dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf Pn . Km yaitu
pd(Pn . Km) ≤ m+ 1.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Pn .
Cm didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa partisi
pembeda dari graf Pn . Km memiliki kardinalitas kurang dari m + 1. Misalkan
suatu partisi pembeda dari Pn . Km dengan |Π| = m sehingga terdapat sedik-
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itnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan
n > m terdiri dari nm buah simpul. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf
Pn . Km dengan m ≥ 3, n ≥ 2 dan n > m memiliki himpunan kelas partisi
yaitu Π = {S1, S2, S3, ..., Sm}. Perhatikan pada Gambar 4.8 untuk sebuah subgraf
berupa graf lengkap yang melekat pada simpul yi,1, 1 ≤ i ≤ n dapat ditentukan
beberapa kasus pengelompokan kelas partisinya sebagai berikut:
a) Ambil Π = {S1, S2, S3, ..., Sm} dengan Sj = {yi,j|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤
j ≤ m}. Tanpa mengurangi keumuman, jika kita perhatikan kelas pastisi
S1 = {yi,1|1 ≤ i ≤ n}, maka simpul-simpul di kelas partisi S1 memiliki
jarak yang sama terhadap simpul di subgraf lengkap Hi ∼= Km. Misalkan
kita ambil dua simpul di kelas partisi S1 yaitu u, v ∈ S1 sehingga jarak
antara u ke kelas partisi Sk, 2 ≤ k ≤ m adalah 1 dan juga berlaku untuk
jarak v ke kelas partisi Sk, 2 ≤ k ≤ m adalah 1 sehingga didapatkan
d(u, Sk) = d(v, Sk) = 1, 2 ≤ k ≤ m. Oleh karena itu, terdapat sedikitnya
dua simpul u, v ∈ S1 yang memiliki representasi yang sama sebagaimana
r(u|Π) = r(v|Π) = (0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−1
) berakibat dua simpul u, v harus berada dalam
partisi yang berbeda dengan syarat salah satu dari simpul u, v merupakan
simpul ujung dari subgraf Pn atau salah satu dari simpul u, v merupakan
simpul ujung dari backbone graf Pn . Km. Maka Π dengan |Π| = m bukan
merupakan partisi pembeda.
b) Ambil Π = {S1, S2, S3, ..., Sm} dengan S1 = {yi,1|1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi,2|2 ≤
i ≤ n}, Sj = {yi,j|1 ≤ i ≤ n, 3 ≤ j ≤ m} dan S2 = {y1,2}. Tanpa
mengurangi keumuman, jika kita perhatikan kelas pastisi S1 = {yi,1|1 ≤ i ≤
n} ∪ {yi,2|2 ≤ i ≤ n}, maka simpul-simpul di kelas partisi S1 memiliki
jarak yang sama terhadap simpul di subgraf lengkap Hi ∼= Km. Misalkan
kita ambil dua simpul di kelas partisi S1 yaitu yi,2, yi+1,1 ∈ S1, 2 ≤ 2 ≤
n − 1 sehingga jarak antara yi,2 ke kelas partisi Sk, 3 ≤ k ≤ m adalah 1,
jarak antara yi,2 ke kelas partisi S2 adalah 3 dan juga berlaku untuk jarak
yi+1,1 ke kelas partisi Sk, 3 ≤ k ≤ m adalah 1, jarak antara yi+1,1 ke kelas
partisi S2 adalah 3. Sehingga didapatkan d(yi,2, Sk) = d(yi+1,1, Sk) = 1,
3 ≤ k ≤ m dan d(yi,2, S2) = d(yi+1,1, S2) = 3. Oleh karena itu, terdapat
sedikitnya dua simpul yi,2, yi+1,1 ∈ S1 yang memiliki representasi yang sama
sebagaimana r(yi,2|Π) = r(yi,2|Π) = (0, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
) berakibat dua simpul
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yi,2, yi+1,1 harus berada dalam partisi yang berbeda. Maka Π dengan |Π| = m
bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π adalah
m bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan batas
bawah dimensi partisi dari graf Pn . Km yaitu pd(Pn . Km) ≥ m + 1. Dengan
demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi m + 1 ≤ pd(Pn .
Km) ≤ m+ 1. Jadi dimensi partisi dari graf Pn .Km adalah pd(Pn .Km) = m+ 1
untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan n > m.
Berdasarkan empat kasus pembuktian di atas diketahui bahwa pd(Pn.Km) = m
untuk n = m, pd(Pn . Km) = m untuk n = m − 1 dan pd(Pn . Km) = m untuk
n = m− l dimana 2 ≤ l ≤ m−2 sehingga dapat digabung menjadi pd(Pn .Km) =
m untuk n ≤ m dan pd(Pn . Km) = m+ 1 untuk n > m. 2
4.1.5 Dimensi Partisi Graf Lengkap Comb Graf Lengkap
Graf hasil operasi comb antara graf lengkap Kn dengan graf lengkap Km
dihasilkan dari menduplikat graf lengkap Km sebanyak n simpul di graf lengkap
Kn dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lengkapKm pada setiap simpul
graf lengkap Kn, maka dapat dikatakan bahwa graf Kn . Km merupakan graf yang
terdiri dari n kali graf lengkapKm yang memiliki himpunan simpul V (Kn .Km) =
{yi,j|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Kn . Km) = {yi,1yi+k,1|1 ≤
i ≤ n, 1 ≤ k ≤ n− i} ∪ {yi,jyi,j+l|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ m− j}. Graf
Kn . Km memiliki nm buah simpul dan n
2+nm2−n−mn
2
buah sisi. Graf Kn . Km
ditunjukkan pada Gambar 4.10 (a).
Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf Kn . Km dengan
m,n ∈ Z+. Jika m = 2, graf K2 isomorfik dengan graf lintasan P2 dan jika n = 2
maka graf K2 isomorfik dengan graf lintasan P2 sedemikian sehingga order dari
graf lengkap Km dan graf lengkap Kn masing-masing adalah m ≥ 3 dan n ≥ 3..
Dalam menentukan dimensi partisi suatu graf Kn . Km, hal pertama yang harus
dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf
Kn . Km. Dimensi partisi mensyaratkan semua himpunan simpul elemen Π harus
mempunyai kardinalitas yang minimum.
Teorema 4.7. Misalkan Kn adalah graf lengkap order n dan Km adalah graf
lengkap order m. Untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3, dimensi partisi graf hasil operasi
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Gambar 4.10: (a) Graf Hasil OperasiKn.Km, (b) Konstruksi Partisi Pembeda Graf
K6 . K6
comb Kn . Km adalah
pd(Kn . Km) =
{
n, jika m ≤ n
m, jika m > n
Bukti: Misalkan grafKn.Km memiliki himpunan simpul V (Kn.Km) = {yi,j|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Kn . Km) = {yi,1yi+k,1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤
k ≤ n − i} ∪ {yi,jyi,j+l|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ m − j}. Untuk
menunjukkan dimensi partisi graf Kn . Km dengan mn buah simpul, maka untuk
masing-masing nilaim dibagi menjadi tiga kasus yaitu kasus pertama untukm < n,
kedua untuk n = m, sedangkan kasus ketiga untuk m > n.
Kasus 1: Untuk m < n dengan m = n− l, 1 ≤ l ≤ n− 3
Dimensi partisi graf Kn . Km dengan mn buah simpul adalah n untuk m ≥ 3
dan n ≥ 3, dikarenakan untuk m = 5 dan n = 6 membentuk suatu pola. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf Kn . Km untuk
m ≥ 3 dan n ≥ 3, maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf Kn . Km
adalah n dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan. Untuk menentukan
batas atas dimensi partisi pd(Kn . Km) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda Π pada graf Kn . Km dapat dilihat pada Gambar 4.11 (b).
Misalkan Π adalah suatu partisi pembeda dari V (Kn . Km) dengan Π =
{S1, S2, S3, ..., Sn} sedemikian sehingga:
Si = {xi; 1 ≤ i ≤ n}
Sn+i−l−2 = {yi,i; 1 ≤ l ≤ bn2 c − 1, 2 ≤ i ≤ l + 1}
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Gambar 4.11: (a) Konstruksi Partisi Pembeda Graf K5 . K6, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Graf K6 . K5
Sn+i−l−k−2 = {yi,i−k; 1 ≤ l ≤ bn2 c − 1, 3 ≤ i ≤ l + 1, 1 ≤ k ≤ i− 2}
Sn = {yi,i; 1 ≤ l ≤ bn2 c − 1, l + 2 ≤ i ≤ n− l}
Sn−k = {yi,i−k; 1 ≤ l ≤ bn2 c − 1, l + 2 ≤ i ≤ n− l, 1 ≤ k ≤ l}
Sj−1 = {yi,j; 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ l ≤ bn2 c − 1, 1 ≤ k ≤ l + 1, 2 ≤ j ≤ n − l, j 6=
i− k + 1}
Sn = {yn−k+1,n−l; 1 ≤ l ≤ bn2 c − 1, 1 ≤ k ≤ l}
Sn−k = {yn−k,n−l−r; 1 ≤ l ≤ bn2 c − 1, 1 ≤ k ≤ l − 1, 1 ≤ r ≤ k}
Sn+i−l−2 = {yi,i; bn2 c ≤ l ≤ n− 3, 2 ≤ i ≤ n− l}
Sn+i−l−k−2 = {yi,i−k; bn2 c ≤ l ≤ n− 3, 3 ≤ i ≤ n− l, 1 ≤ k ≤ i− 2}
Sj−1 = {yi,j; 1 ≤ i ≤ n, bn2 c ≤ l ≤ n − 3, 1 ≤ k ≤ l + 1, 2 ≤ j ≤ n − l, j 6=
i− k + 1}
Sn−r = {yn−k,n−l−r; bn2 c ≤ l ≤ n− 3, 1 ≤ k ≤ n− l − 2, 1 ≤ r ≤ k}
Sn = {yn−k+1,n−l; n gasal, bn2 c ≤ l ≤ n− 3, 1 ≤ k ≤ l}
Sn = {yn−k+1,n−l; n genap, bn2 c ≤ l ≤ n− 3, 1 ≤ k ≤ l − 1}
Si+k−1 = {yi,k+1; n genap, bn2 c ≤ l ≤ n− 3, 1 ≤ k ≤ n− l− 1, n− l+ 1 ≤ i ≤
l + 1}.
Dapat ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Kn . Km mempunyai repre-
sentasi yang berbeda terhadap Π. Berikut ini merupakan hasil observasi pada graf
Kn . Km. Simpul-simpul xi dengan 1 ≤ i ≤ n dan yi,j dengan 1 ≤ i ≤ n dan
1 ≤ j ≤ n− l − 1. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul
dari graf Kn . Km untuk m < n, sebagai berikut:
r(xi|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i
); jika 1 ≤ i ≤ n
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r(y1,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−l−j
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l+1
); jika 1 ≤ l ≤ bn
2
c − 1, 2 ≤ j ≤ n− l
r(yi,i|Π) = (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
i−1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−l−2
, 0, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l
); jika 1 ≤ l ≤ bn
2
c − 1, 2 ≤ i ≤ l + 1
r(yi,i−k|Π) = (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
i−1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−k−1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−l−i−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
k
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l−i+2
); jika 1 ≤ l ≤
bn
2
c − 1, 3 ≤ i ≤ l + 1, 1 ≤ k ≤ i− 2
r(yi,i|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−l−2
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l+1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i
, 0); jika 1 ≤ l ≤ bn
2
c − 1, l + 2 ≤ i ≤ n− l
r(yi,i−k−1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−l−2
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l+1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−k−2
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−l−i
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
k
); jika 1 ≤ l ≤
bn
2
c − 1, l + 2 ≤ i ≤ n− l, 1 ≤ k ≤ l
r(yi,j|Π) = (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
i−1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−i−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n+i−l−j−1
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l−i+2
); jika 1 ≤ l ≤ bn
2
c − 1, 1 ≤ i ≤
l + 1, i+ 1 ≤ j ≤ n− l
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−l−2
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l+1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−i−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−j+1
); jika 1 ≤ l ≤ bn
2
c − 1, l + 2 ≤ i ≤
n− l − 1, i+ 1 ≤ j ≤ n− l
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−j−l−2︸ ︷︷ ︸
i−l−1
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l+1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i+1
); jika 1 ≤ l ≤ bn
2
c − 1, l + 3 ≤ i ≤
n, 2 ≤ j ≤ i− l − 1
r(yn−k+1,n−l|Π) = ( 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−l−k−1
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l+1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
k−1
, 0); jika 1 ≤ l ≤ bn
2
c − 1, 1 ≤ k ≤ l
r(yn−k,n−l−r−1|Π) = ( 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−l−k−2
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l+1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
k−r
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
r︸ ︷︷ ︸
k+1
); jika 1 ≤ l ≤
bn
2
c − 1, 1 ≤ k ≤ l − 1, 1 ≤ r ≤ k
r(yi,i|Π) = (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
i−1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−l−2
, 0, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
′l−i+2
); jika bn
2
c ≤ l ≤ n− 3, 2 ≤ i ≤ n− l
r(yi,i−k|Π) = (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
i−1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−k−2
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−l−i
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
k
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l−i+2
); jika bn
2
c ≤ l ≤
n− 3, 3 ≤ i ≤ n− l, 1 ≤ k ≤ i− 2
r(yi,k+1|Π) = (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n
2
+k−l−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−k−l−1
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l−n
2
+1
); jika n genap, bn
2
c ≤ l ≤
n− 3, n− l + 1 ≤ i ≤ l + 1, 1 ≤ k ≤ n− l − 1
r(yn−k+1,n−l|Π) = ( 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−k−l−1
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l+1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
k−1
, 0); jika n genap, bn
2
c ≤ l ≤
n− 3, 1 ≤ k ≤ l − 1
r(yn−k+1,n−l|Π) = ( 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−k−l−1
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l+1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
k−1
, 0); jika n gasal, bn
2
c ≤ l ≤
n− 3, 1 ≤ k ≤ l
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r(yn−k,n−l−1|Π) = ( 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−k−l−2
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l+1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
k−r
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
r︸ ︷︷ ︸
k+1
); jika bn
2
c ≤ l ≤ n−3, 1 ≤
k ≤ n− l − 2, 1 ≤ r ≤ k
r(yi,j|Π) = (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
i−1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−i−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n+i−j−l−1
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l−i+2
); jika bn
2
c ≤ l ≤ n − 3, 2 ≤ i ≤
n− l − 1, i+ 1 ≤ j ≤ n− l
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−j−l−2︸ ︷︷ ︸
i−l−1
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
l+1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i+1
); jika bn
2
c ≤ l ≤ n− 3, l+ 3 ≤ i ≤
n, 2 ≤ j ≤ i− l − 1
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafKn.Km mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., sn} merupakan partisi
pembeda dari graf Kn . Km. Sehingga |Π| = n.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda
dengan kardinalitas Π sama dengan n. Namun, Π belum tentu mempunyai kardi-
nalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan sebagai batas atas dimensi partisi
dari graf Kn . Km sehingga dapat ditulis pd(Kn . Km) ≤ n.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Kn .Km,
akan ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf Kn . Km memiliki kardi-
nalitas kurang dari n. Misalkan suatu partisi pembeda dari Kn . Km dengan
|Π| = n − 1 maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf Kn . Km dengan m < n,
dapat dipilih Π = {S1, S2, S3, ..., Sn−1} dengan Si = {yi,1|1 ≤ i ≤ n − 1},
Sn−1 = {yn,1}, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
sama, yaitu r(yn,1|Π) = r(yn−1,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, 0). Jadi Π dengan |Π| = n − 1
bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, maka diperoleh Π dengan kardinalitas Π sama
dengan n − 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas bawah dimensi partisi dari graf Kn .Km adalah pd(Kn .Km) ≥ n.
Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi n ≤ pd(Kn . Km) ≤
n. Jadi, dimensi partisi dari graf Kn . Km yaitu pd(Kn . Km) = n untuk m < n
dengan m = n− l dan 1 ≤ l ≤ n− 3.
Kasus 2: Untuk m = n
Dimensi partisi graf Kn . Km dengan mn buah simpul adalah n untuk m ≥ 3 dan
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n ≥ 3, dikarenakan untuk m = 3 dan n = 3 membentuk suatu pola. Tanpa mengu-
rangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf Kn . Km untuk m ≥ 3,
n ≥ 3 dan m = n, maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf Kn . Km
adalah n dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan. Untuk menentukan
batas atas dimensi partisi pd(Kn . Km) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda Π pada graf Kn . Km dapat dilihat pada Gambar 4.10 (b).
Misalkan Π adalah suatu partisi pembeda dari V (Kn . Km) dengan
Π = {S1, S2, S3, ..., Sn} sedemikian sehingga: Si = {yi,1|1 ≤ i ≤ n},
Sj−1 = {yi,j|j 6= i, 1 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ m} dan Sn = {yi,j|2 ≤ i ≤ n, i = j} akan
ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Kn . Km mempunyai representasi yang
berbeda terhadap Π. Berikut ini merupakan hasil observasi pada graf Kn . Km.
Simpul-simpul xi dengan 1 ≤ i ≤ n dan yi,j dengan 1 ≤ i ≤ n dan 1 ≤ j ≤ m−1.
Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Kn . Km
untuk m = n, sebagai berikut:
r(yi,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i
); jika 1 ≤ i ≤ n
r(y1,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j
, 2); jika 2 ≤ j ≤ m
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−j−1︸ ︷︷ ︸
i−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i+1
); jika 2 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ i− 1
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−i−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j+1︸ ︷︷ ︸
m−i+1
); jika 2 ≤ i ≤ n, i+ 1 ≤ j ≤ m
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i
, 0); jika 2 ≤ i ≤ n, i = j
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafKn.Km mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., sn} merupakan partisi
pembeda dari graf Kn . Km. Sehingga |Π| = n.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda
dengan kardinalitas Π sama dengan n. Namun, Π belum tentu mempunyai kardi-
nalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari
graf Kn . Km sehingga batas atas dapat ditulis pd(Kn . Km) ≤ n.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Kn .Km,
sekarang mempertimbangkan bahwa partisi pembeda dari graf Kn . Km memiliki
kardinalitas kurang dari n. Misalkan suatu partisi pembeda dari Kn . Km dengan
|Π| = n − 1 maka akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
73
sama. Untuk menunjukkan bahwa terdapat sedikitnya dua simpul dengan repre-
sentasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf Kn . Km dengan
m ≥ 3, n ≥ 3 dan n = m, dapat dipilih Π = {S1, S2, S3, ..., Sn−1} dengan
Si = {yi,1|1 ≤ i ≤ n − 1}, Sn−1 = {yn,1}, Sj−1 = {yi,j|j 6= i, 1 ≤ i ≤ n, 2 ≤
j ≤ m} dan Sn−1 = {yi,j|2 ≤ i ≤ n, i = j} maka terdapat sedikitnya dua simpul
dengan representasi yang sama, yaitu r(yn,1|Π) = r(yn−1,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, 0). Jadi
Π dengan |Π| = n− 1 bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, maka diperoleh Π dengan kardinalitas Π sama
dengan n − 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas bawah dimensi partisi dari graf Kn . Km yang dapat ditulis
pd(Kn . Km) ≥ n. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi
dari graf Kn . Km adalah n ≤ pd(Kn . Km) ≤ n. Jadi, dimensi partisi dari graf
Kn . Km yaitu pd(Kn . Km) = n untuk m = n.
Kasus 3: Untuk m > n
Dimensi partisi graf Kn . Km dengan mn buah simpul adalah n untuk m ≥ 3 dan
n ≥ 3, dikarenakan untuk m = 4 dan n = 3 membentuk suatu pola. Tanpa mengu-
rangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf Kn . Km untuk m > n,
maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf Kn . Km adalah m dengan
membentuk sebuah teorema dan dibuktikan. Untuk menentukan batas atas dimensi
partisi pd(Kn . Km) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π
pada graf Kn . Km dapat dilihat pada Gambar 4.11 (a).
Misalkan Π adalah suatu partisi pembeda dari V (Kn . Km) dengan
Π = {S1, S2, S3, ..., Sm} sedemikian sehingga: Si = {yi,1|1 ≤ i ≤ n},
Sj−1 = {yi,j|j 6= i, 1 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ m} dan Sm = {yi,j|2 ≤ i ≤ n− 1, i = j}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Kn . Km mempunyai representasi
yang berbeda terhadap Π. Berikut ini akan dilakukan observasi pada graf Kn . Km
dengan simpul-simpul yi,j dengan 1 ≤ i ≤ n dan 1 ≤ j ≤ m. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Kn . Km untuk m > n, sebagai
berikut:
r(y1,1|Π) = (0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, 2)
r(yi,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i
); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y1,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j
, 3); jika 2 ≤ j ≤ m
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r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−j−1︸ ︷︷ ︸
i−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i+1
); jika 2 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ i− 1
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−i−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j+1︸ ︷︷ ︸
m−i+1
); jika 2 ≤ i ≤ n, i+ 1 ≤ j ≤ m
r(yi,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i
, 0); jika 2 ≤ i ≤ n, i = j
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafKn.Km mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., sm} merupakan partisi
pembeda dari graf Kn . Km. Sehingga |Π| = m.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda
dengan kardinalitas Π sama dengan m. Namun, Π belum tentu mempunyai kardi-
nalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari
graf Kn . Km yaitu pd(Kn . Km) ≤ m.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Kn .Km,
akan ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf Kn . Km memiliki kardinalitas
kurang dari m. Misalkan suatu partisi pembeda dari Kn . Km dengan |Π| = m− 1
maka akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk
menunjukkan bahwa terdapat terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi
yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf Kn . Km dengan m ≥ 3,
n ≥ 3 dan m > n, dapat dipilih Π = {S1, S2, S3, ..., Sm−1} dengan Si = {yi,1|1 ≤
i ≤ n}, Sj−1 = {yi,j|j 6= i, 1 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ m} dan Sm−1 = {yi,j|2 ≤
i ≤ n}, i = j, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama,
yaitu r(yi,i|Π) = r(yi,m|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−i−1
, 0). Jadi Π dengan |Π| = m − 1
bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, maka diperoleh Π dengan kardinalitas Π sama
dengan m − 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas bawah dimensi partisi dari graf Kn . Km yang dapat ditulis
pd(Kn . Km) ≥ m. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi
dari graf Kn . Km adalah m ≤ pd(Kn . Km) ≤ m. Jadi, dimensi partisi dari graf
Kn . Km yaitu pd(Kn . Km) = m untuk m > n. 2
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Gambar 4.12: (a) Graf Hasil Operasi Cm . Kn, (b) Konstruksi Partisi Pembeda
C5 . K6
4.1.6 Dimensi Partisi Graf Lingkaran Comb Graf Lengkap
Graf hasil operasi comb antara graf lingkaran Cm dengan graf lengkap Kn
dihasilkan dari menduplikat graf lengkap Kn sebanyak m simpul di graf lingkaran
Cm dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lengkapKn pada setiap simpul
graf lingkaran Cm, maka dapat dikatakan bahwa graf Cm.Kn merupakan graf yang
terdiri dari m kali graf lengkap Kn yang memiliki himpunan simpul V (Cm .Kn) =
{yj,i|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Cm . Kn) = {yj,1yj+1,1|1 ≤
j ≤ m − 1} ∪ {ym,1y1,1} ∪ {yj,iyj,i+k|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ n − i}.
Graf Cm . Kn memiliki nm buah simpul dan n
2m−mn+2m
2
buah sisi. Graf Cm . Kn
ditunjukkan pada Gambar 4.12 (a).
Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf Cm .Kn dengan m,n ∈
Z+. Jika m = 2, graf C2 adalah graf lunar atau graf tidak sederhana yang memiliki
sisi ganda dan jika n = 2, graf K2 isomorfik dengan graf P2 maka graf hasil operasi
comb Cm .K2 isomorfik dengan Cm . P2 sedemikian sehingga order lingkaran Cm
dan graf lengkapKn masing-masingm ≥ 3 dan n ≥ 3. Dalam menentukan dimensi
partisi suatu graf Cm . Kn, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan
batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Cm . Kn. Dimensi partisi
mensyaratkan semua himpunan simpul elemen Π harus mempunyai kardinalitas
yang minimum.
Teorema 4.8. Misalkan Cm adalah graf lingkaran order m dan Kn adalah graf
lengkap order n. Untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3, dimensi partisi graf hasil operasi comb
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Cm . Kn adalah
pd(Cm . Kn) =
{
n, jika m ≤ n
n+ 1, jika m > n
Bukti: Misalkan graf Cm .Kn memiliki himpunan simpul V (Cm .Kn) = {yj,i|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Cm . Kn) = {yj,1yj+1,1|1 ≤ j ≤
m−1} ∪ {ym,1y1,1} ∪ {yj,iyj,i+k|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ n− i}. Dimensi
partisi graf Cm . Kn dengan mn buah simpul adalah n jika m ≤ n dan n + 1 jika
m > n, dikarenakan untukm = 3 dan n = 3 membentuk suatu pola. Tanpa mengu-
rangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf Cm . Kn untuk m ≥ 3
dan n ≥ 3, maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf Cm . Kn adalah n
dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.
Kasus 1: Untuk m < n
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(Cm . Kn) dapat diperoleh dengan
mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Cm . Kn dapat dilihat pada Gambar
4.12 (b). Untuk m < n. Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3, ..., Sn}
sedemikian sehingga Sj = {yj,1|1 ≤ j ≤ m}, Si−1 = {yj,i|i 6= j, 2 ≤ i ≤
n, 1 ≤ j ≤ m}, Sn = {yj,j|2 ≤ j ≤ m}, akan ditunjukkan bahwa semua simpul di
graf Cm . Kn mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π. Berikut ini akan
dilakukan observasi pada grafCm.Kn dengan simpul-simpul yj,i dengan 1 ≤ i ≤ n
dan 1 ≤ j ≤ m. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari
graf Cm . Kn untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3, sebagai berikut:
r(y1,1|Π) = (0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, 2)
r(yj,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−j
); jika 2 ≤ j ≤ m
r(y1,i|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i
, 3); jika 2 ≤ i ≤ n
r(yj,i|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−i−1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−j+1
); jika 2 ≤ j ≤ m, 2 ≤ i ≤ j − 1
r(yj,i|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−j−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i+1︸ ︷︷ ︸
n−j+1
); jika 2 ≤ j ≤ m, j + 1 ≤ i ≤ n
r(yj,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−j
, 0); jika 2 ≤ j ≤ m
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Cm.Kn mempunyai
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representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., Sn} merupakan partisi
pembeda dari graf Cm . Kn. Sehingga |Π| = n. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π sama dengan
n. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu,
dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf Cm . Kn yang dapat ditulis
pd(Cm . Kn) ≤ n.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Cm . Kn, akan ditun-
jukkan bahwa partisi pembeda dari graf Cm .Kn memiliki kardinalitas kurang dari
n. Misalkan suatu partisi pembeda dari Cm . Kn dengan |Π| = n − 1 sehingga
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m ≥ 3,
n ≥ 3 danm < n terdiri dari nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul
dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf
Cm .Kn denganm ≥ 3, n ≥ 3 danm < n, dapat dipilih Π = {S1, S2, S3, ..., Sn−1}
dengan Sj = {yj,1|1 ≤ j ≤ m}, Si−1 = {yj,i|i 6= j, 2 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} dan
Sn−1 = {yj,j|2 ≤ j ≤ m− 1}, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan repre-
sentasi yang sama, yaitu r(yj,j|Π) = r(yj,n|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−j−1
, 0). Jadi Π
dengan |Π| = n− 1 bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π sama
dengan n − 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan sebagai batas bawah dimensi partisi dari graf Cm . Kn dapat ditulis
pd(Cm . Kn) ≥ n. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi
dari graf Cm . Kn adalah n ≤ pd(Cm . Kn) ≤ n. Jadi, dimensi partisi dari graf
Cm . Kn adalah pd(Cm . Kn) = n untuk m ≥ 3, n ≥ 3 dan m < n.
Kasus 2: Untuk m = n
Untuk menentuka batas atas dimensi partisi pd(Cm . Kn) dapat diperoleh dengan
mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Cm . Kn. Untuk m ≥ 3, n ≥ 3 dan
n = m. Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3, ..., Sn} sedemikian sehingga
Sj = {yj,1|1 ≤ j ≤ m}, Si−1 = {yj,i|i 6= j, 2 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m},
Sn = {yj,j|2 ≤ j ≤ m}, akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Cm . Kn
mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π. Berikut ini akan dilakukan
observasi pada graf Cm . Kn dengan simpul-simpul yj,i dengan 1 ≤ i ≤ n dan
1 ≤ j ≤ m. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari
graf Cm . Kn untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3, sebagai berikut:
r(yj,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−j
); jika 1 ≤ j ≤ m
78
r(y1,i|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i
, 3); jika 2 ≤ i ≤ n
r(yj,i|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−i−1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−j+1
); jika 2 ≤ j ≤ m, 2 ≤ i ≤ j − 1
r(yj,i|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−j−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i+1︸ ︷︷ ︸
n−j+1
); jika 2 ≤ j ≤ m, j + 1 ≤ i ≤ n
r(yj,j|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−j
, 0); jika 2 ≤ j ≤ m
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Cm.Kn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., Sn} merupakan partisi
pembeda dari graf Cm . Kn. Sehingga |Π| = n. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π sama dengan
n. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu,
dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf Cm . Kn yang dapat ditulis
pd(Cm . Kn) ≤ n.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Cm . Kn, akan ditun-
jukkan bahwa partisi pembeda dari graf Cm .Kn memiliki kardinalitas kurang dari
n. Misalkan suatu partisi pembeda dari Cm . Kn dengan |Π| = n − 1 sehingga
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m ≥ 3,
n ≥ 3 dan n = m terdiri dari nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul
dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf
Cm .Kn denganm ≥ 3, n ≥ 3 dan n = m, dapat dipilih Π = {S1, S2, S3, ..., Sn−1}
dengan Sj = {yj,1|1 ≤ j ≤ m}, Si−1 = {yj,i|i 6= j, 2 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} dan
Sn−1 = {yj,j|2 ≤ j ≤ m− 1}, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan repre-
sentasi yang sama, yaitu r(yj,j|Π) = r(yj,n|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 2, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−j−1
, 0). Jadi Π
dengan |Π| = n− 1 bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π sama
dengan n − 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan sebagai batas bawah dimensi partisi dari graf Cm . Kn dapat ditulis
pd(Cm . Kn) ≥ n. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi
dari graf Cm . Kn adalah n ≤ pd(Cm . Kn) ≤ n. Jadi, dimensi partisi dari graf
Cm . Kn adalah pd(Cm . Kn) = n untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3.
Kasus 3: Untuk m > n
Untukm genap, menentukan batas atas dimensi partisi pd(Cm.Kn) dapat diperoleh
79
dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Cm . Kn dapat dilihat pada
Gambar 4.12 (b). Untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3. Ambil partisi pembeda Π =
{S1, S2, S3, ..., Sn+1} sedemikian sehingga Sn = {yj,1|1 ≤ j ≤ m} ∪ {yj,n|1 ≤
j ≤ 2}, Si−1 = {yj,i|1 ≤ j ≤ 2, 2 ≤ i ≤ n− 1}, Sn+1 = {yj,2|3 ≤ j ≤ m, jgasal},
Si = {yj,i|3 ≤ i ≤ n, 3 ≤ j ≤ m, jgasal}, Si = {yj,i|2 ≤ i ≤ n, 3 ≤ j ≤
m, jgenap}, akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Cm . Kn mempunyai
representasi yang berbeda terhadap Π. Berikut ini akan dilakukan observasi pada
graf Cm . Kn dengan simpul-simpul yj,i dengan 1 ≤ i ≤ n dan 1 ≤ j ≤ m.
Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Cm . Kn
untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3 adalah berbeda. Untuk membuktikan, pandang bahwa
simpul-simpul di graf Cm . Kn dibedakan menjadi simpul dalam yang berada pada
lingkaran Cm dan simpul daun yang berada pada subgraf Hj ∼= Kn, perhatikan
beberapa kondisi berikut ini:
a. Pandang setiap simpul yj,1 ∈ V (Cm . Kn) merupakan simpul dalam di Cm .
Kn yang termuat dalam kelas partisi yang sama Sn, jika simpul-simpul yj,1
memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S1 maka representasi simpul
yj,1 terhadap Π dibedakan oleh jarak simpul-simpul yj,1 ke kelas partisi S2 and
Sn+1. Berakibat, representasi r(y1,1|Π) 6= ... 6= r(ym,1|Π) sehingga simpul
yj,1 terhadap Π memiliki representasi simpul yang berbeda.
b. Perhatikan setiap simpul-simpul daun di j = 1, 2 bahwa simpul-simpul
tersebut yj,n di Cm . Kn. Misalkan simpul yj,n ∈ V (Hj ∼= Kn) yang termuat
dalam kelas partisi yang sama Sn, jika simpul-simpul yj,n memiliki jarak yang
sama terhadap setiap kelas partisi S1, S2, ..., Sn−2 maka representasi simpul
yj,n terhadap Π dibedakan oleh jarak simpul-simpul yj,n ke kelas partisi Sn+1.
Berakibat, representasi r(y1,1|Π) 6= r(y2,1|Π)... 6= r(ym−1,1|Π) 6= r(ym,1|Π)
sehingga simpul yj,n terhadap Π memiliki representasi simpul yang berbeda.
c. Perhatikan setiap simpul-simpul daun di j = 1, 2 dan 2 ≤ i ≤ n − 1 bahwa
simpul-simpul tersebut yj,i di Cm . Kn. Simpul yj,i termasuk dalam kelas
partisi singleton sehingga memiliki representasi simpul yang berbeda dan
representasi simpul yj,i dibedakan oleh kelas partisi Sn−2 dan Sn+1.
d. Setiap simpul daun u, v ∈ V (Hj ∼= Kn) dengan 3 ≤ j ≤ m dan simpul
u, v termuat dalam kelas partisi singleton selain kelas partisi S1. Jika setiap
simpul u, v memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S1 maka repre-
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sentasi simpul u, v terhadap Π dibedakan oleh jarak simpul-simpul u, v ke
kelas partisi S2 and Sn+1. Berakibat, representasi r(y3,i|Π) 6= ... 6= r(ym,i|Π)
dengan 2 ≤ i ≤ n sehingga simpul u, v terhadap Π memiliki representasi
simpul yang berbeda.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Cm.Kn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., Sn+1} merupakan partisi
pembeda dari graf Cm . Kn. Sehingga |Π| = n + 1. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π sama dengan
n + 1. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu,
dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf Cm . Kn yang dapat ditulis
pd(Cm . Kn) ≤ n+ 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Cm . Kn. Misalkan
suatu partisi pembeda dari Cm . Kn dengan |Π| = n sehingga terdapat sedikitnya
dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3 terdiri dari
nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf Cm . Kn dengan m ≥ 3 dan
n ≥ 3. Pandang simpul-simpul di kelas partisi Sn+1 diganti menjadi kelas partisi
Sn sehingga dapat dipilih Π = {S1, S2, S3, ..., Sn} dengan Sn = {yj,1|1 ≤ j ≤
m} ∪ {yj,n|1 ≤ j ≤ 2} ∪ {yj,2|3 ≤ j ≤ m, jgasal}, Si−1 = {yj,i|1 ≤ j ≤ 2, 2 ≤
i ≤ n − 1}, Si = {yj,i|3 ≤ i ≤ n, 3 ≤ j ≤ m, jgasal}, Si = {yj,i|2 ≤ i ≤ n, 3 ≤
j ≤ m, jgenap}, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
sama, yaitu r(yj,1|Π) = r(yj,n|Π) = (j, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−3
, 0) untuk 1 ≤ j ≤ bm
2
c dengan j
gasal atau r(yj,1|Π) = r(yj,n|Π) = (m−j+3, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−3
, 0) untuk bm
2
c+1 ≤ j ≤ m
dengan j gasal. Jadi Π dengan |Π| = n bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π sama
dengan n bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
sebagai batas bawah dimensi partisi dari graf Cm .Kn dapat ditulis pd(Cm .Kn) ≥
n + 1. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf
Cm . Kn adalah n + 1 ≤ pd(Cm . Kn) ≤ n + 1. Jadi, dimensi partisi dari graf
Cm . Kn adalah pd(Cm . Kn) = n+ 1 untuk m genap.
Untuk m gasal, menentukan batas atas dimensi partisi pd(Cm . Kn) dapat
diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Cm . Kn dapat
dilihat pada Gambar 4.12 (b). Untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3. Ambil partisi pembeda
Π = {S1, S2, S3, ..., Sn+1} sedemikian sehingga Sn = {yj,1|1 ≤ j ≤ m}∪{yj,n|1 ≤
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j ≤ 2}, Si−1 = {yj,i|1 ≤ j ≤ 2, 2 ≤ i ≤ n − 1}, Sn+1 = {yj,2|3 ≤ j ≤
bm
2
c+1, jgasal}∪{yj,2|bm2 c+2 ≤ j ≤ m, jgenap}, Si = {yj,i|3 ≤ i ≤ n, 3 ≤ j ≤
bm
2
c+ 1, jgasal} ∪ {yj,i|3 ≤ i ≤ n, bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m, jgenap} dan Si = {yj,i|2 ≤
i ≤ n, 3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, jgenap} ∪ {yj,i|2 ≤ i ≤ n, bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, j gasal},
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Cm . Kn mempunyai representasi
yang berbeda terhadap Π. Berikut ini akan dilakukan observasi pada graf Cm . Kn
dengan simpul-simpul yj,i dengan 1 ≤ i ≤ n dan 1 ≤ j ≤ m. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Cm . Kn untuk m ≥ 3 dan
n ≥ 3 adalah berbeda. Untuk membuktikan, pandang bahwa simpul-simpul di
graf Cm . Kn dibedakan menjadi simpul dalam yang berada pada lingkaran Cm
dan simpul daun yang berada pada subgraf Hj ∼= Kn, perhatikan beberapa kondisi
berikut ini:
a. Pandang setiap simpul yj,1 ∈ V (Cm . Kn) merupakan simpul dalam di Cm .
Kn yang termuat dalam kelas partisi yang sama Sn, jika simpul-simpul yj,1
memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S1 maka representasi simpul
yj,1 terhadap Π dibedakan oleh jarak simpul-simpul yj,1 ke kelas partisi S2 and
Sn+1. Berakibat, representasi r(y1,1|Π) 6= ... 6= r(ym,1|Π) sehingga simpul
yj,1 terhadap Π memiliki representasi simpul yang berbeda.
b. Perhatikan setiap simpul-simpul daun di j = 1, 2 bahwa simpul-simpul
tersebut yj,n di Cm . Kn. Misalkan simpul yj,n ∈ V (Hj ∼= Kn) yang termuat
dalam kelas partisi yang sama Sn, jika simpul-simpul yj,n memiliki jarak yang
sama terhadap setiap kelas partisi S1, S2, ..., Sn−2 maka representasi simpul
yj,n terhadap Π dibedakan oleh jarak simpul-simpul yj,n ke kelas partisi Sn+1.
Berakibat, representasi r(y1,1|Π) 6= ... 6= r(ym,1|Π) sehingga simpul yj,n
terhadap Π memiliki representasi simpul yang berbeda.
c. Perhatikan setiap simpul-simpul daun di j = 1, 2 dan 2 ≤ i ≤ n − 1 bahwa
simpul-simpul tersebut yj,i di Cm . Kn. Simpul yj,i termasuk dalam kelas
partisi singleton sehingga memiliki representasi simpul yang berbeda dan
representasi simpul yj,i dibedakan oleh kelas partisi Sn−2 dan Sn+1.
d. Setiap simpul daun u, v ∈ V (Hj ∼= Kn) dengan 3 ≤ j ≤ m dan simpul
u, v termuat dalam kelas partisi singleton selain kelas partisi S1. Jika setiap
simpul u, v memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S1 maka repre-
sentasi simpul u, v terhadap Π dibedakan oleh jarak simpul-simpul u, v ke
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kelas partisi S2 and Sn+1. Berakibat, representasi r(y3,i|Π) 6= ... 6= r(ym,i|Π)
dengan 2 ≤ i ≤ n sehingga simpul u, v terhadap Π memiliki representasi
simpul yang berbeda.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Cm.Kn mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., Sn+1} merupakan partisi
pembeda dari graf Cm . Kn. Sehingga |Π| = n + 1. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π sama dengan
n + 1. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu,
dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf Cm . Kn yang dapat ditulis
pd(Cm . Kn) ≤ n+ 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Cm . Kn. Misalkan
suatu partisi pembeda dari Cm . Kn dengan |Π| = n sehingga terdapat sedikitnya
dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3 terdiri dari
nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf Cm . Kn dengan m ≥ 3 dan
n ≥ 3. Pandang simpul-simpul di kelas partisi Sn+1 diganti menjadi kelas partisi
Sn sehingga dapat dipilih Π = {S1, S2, S3, ..., Sn} dengan Sn = {yj,1|1 ≤ j ≤
m} ∪ {yj,n|1 ≤ j ≤ 2}, Si−1 = {yj,i|1 ≤ j ≤ 2, 2 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {yj,2|3 ≤
j ≤ bm
2
c + 1, jgasal} ∪ {yj,2|bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, jgenap}, Si = {yj,i|3 ≤ i ≤
n, 3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, jgasal} ∪ {yj,i|3 ≤ i ≤ n, bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, jgenap} dan
Si = {yj,i|2 ≤ i ≤ n, 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, jgenap} ∪ {yj,i|2 ≤ i ≤ n, bm2 c+ 2 ≤ j ≤
m, jgasal}, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama,
yaitu r(yj,1|Π) = r(yj,n|Π) = (j, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−3
, 0) untuk 3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1 dengan j
gasal atau r(yj,1|Π) = r(yj,n|Π) = (m−j+3, 3, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−3
, 0) untuk bm
2
c+1 ≤ j ≤ m
dengan j genap. Jadi Π dengan |Π| = n bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π sama
dengan n bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
sebagai batas bawah dimensi partisi dari graf Cm .Kn dapat ditulis pd(Cm .Kn) ≥
n + 1. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf
Cm . Kn adalah n + 1 ≤ pd(Cm . Kn) ≤ n + 1. Jadi, dimensi partisi dari graf
Cm . Kn adalah pd(Cm . Kn) = n+ 1 untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3. 2
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Gambar 4.13: (a) Graf Hasil Operasi Pn .δ Pm, (b) Konstruksi Partisi Pembeda
P6 .δ P5
4.1.7 Dimensi Partisi Graf Lintasan Comb Graf Lintasan
Graf hasil operasi comb antara graf lintasan Pn dengan graf lintasan Pm
dihasilkan dari menduplikat graf lintasan Pm sebanyak n simpul di graf lintasan
Pn dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lintasan Pm pada setiap simpul
graf lintasan Pn, maka dapat dikatakan bahwa graf Pn .δ Pm merupakan graf yang
terdiri dari n kali graf lintasan Pm yang memiliki himpunan simpul V (Pn .δ Pm) =
{yi,j|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Pn .δ Pm) = {yi,1yi+1,1|1 ≤
i ≤ n− 1} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m− 1}. Graf Pn .δ Pm memiliki nm
buah simpul dan nm − 1 buah sisi. Graf Pn .δ Pm ditunjukkan pada Gambar 4.13
(a).
Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf Pn.δPm denganm,n ∈
Z+. Jika n = 1, graf P1 adalah graf trivial maka graf hasil operasi comb P1 .δ Pm
isomorfik dengan lintasan Pm dan jika m = 1, graf P1 adalah graf trivial maka
graf hasil operasi comb Pn .δ P1 isomorfik dengan lintasan Pn sedemikian sehingga
order lintasan Pn dan lintasan Pm masing masing n ≥ 2 dan m ≥ 2. Dalam
menentukan dimensi partisi suatu graf Pn .δ Pm, hal pertama yang harus dilakukan
adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Pn .δ Pm.
Dimensi partisi mensyaratkan semua himpunan simpul elemen Π harus mempunyai
kardinalitas yang minimum.
Teorema 4.9. Diberikan dua graf terhubung Pn dan Pm dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan n ≥ 2 dan m ≥ 2 dengan simpul pelekatan dari graf
lintasan Pm berderajat satu, maka dimensi partisi graf hasil operasi comb Pn .δPm
adalah
pd(Pn .δ Pm) =
{
2, jika n = 2
3, jika n ≥ 3
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Bukti: Misalkan graf Pn.δPm memiliki himpunan simpul V (Pn.δPm) = {yi,j|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Pn .δ Pm) = {yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤
n − 1} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m − 1}. Untuk menunjukkan dimensi
partisi graf Pn .δ Pm dengan mn buah simpul, maka untuk masing-masing nilai n
dibagi menjadi dua kasus yaitu kasus pertama untuk n = 2, sedangkan kasus kedua
untuk n ≥ 3.
Kasus 1: Untuk n = 2 dan m ≥ 2
Untuk n = 2 dan m ≥ 2, graf P2 .δ Pm memiliki himpunan simpul V (Pn .δ
Pm) = {y1,1, y1,2} ∪ {yi,j|1 ≤ i ≤ 2, 2 ≤ j ≤ m} dan himpunan sisi E(Pn .δ
Pm) = {y1,1y1,2} ∪ {yi,jyi,j+1|2 ≤ j ≤ m− 1}, maka simpul-simpul y1,m dan y2,m
berderajat satu dan simpul u ∈ V (P2 .δ Pm)−{y1,m, y2,m} berderajat dua sehingga
graf P2 .δ Pm isomorfik dengan graf lintasan P2m.
Berdasarkan Teorema 2.3 (i) menyatakan bahwa dimensi partisi graf lintasan
pd(P2m) = 2. Dikarenakan graf P2 .δ Pm isomorfik dengan graf P2m maka dimensi
partisi dari graf P2 .δ Pm adalah pd(P2 .δ Pm) = 2 untuk m ≥ 2.
Kasus 2: Untuk n ≥ 3 dan m ≥ 2
Dimensi partisi graf Pn .δ Pm dengan mn buah simpul adalah 3 untuk m ≥ 2 dan
n ≥ 3, dikarenakan untuk m = 4 dan n = 3 membentuk suatu pola sehingga dapat
diperoleh bentuk umum dari graf Pn .δ Pm untuk m ≥ 2 dan n ≥ 3, maka dapat
dibuktikan bahwa dimensi partisi graf Pn.δPm adalah 3 dengan membentuk sebuah
teorema dan dibuktikan. Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(Pn .δPm)
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Pn.δPm dapat
dilihat pada Gambar 4.13 (b).
Misalkan Π adalah suatu partisi pembeda dari V (Pn .δ Pm) dengan Π =
{S1, S2, S3} sedemikian sehingga: S1 = {y1,m}, S2 = {y1,j|1 ≤ j ≤ m − 1} ∪
{yn,j|1 ≤ j ≤ m− 1} ∪ {yi,j|2 ≤ i ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ m} dan S3 = {yn,m}, akan
ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Pn .δ Pm mempunyai representasi yang
berbeda terhadap Π. Berikut ini akan dilakukan observasi pada graf Pn.δPm dengan
simpul-simpul yi,j dengan 1 ≤ i ≤ n dan 1 ≤ j ≤ m. Dari hasil observasi, didapat
representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn .δ Pm untuk n ≥ 3 dan m ≥ 2,
sebagai berikut:
r(yi,1|Π) = (m+ i− 2, 0,m+ n− i− 1); jika 1 ≤ i ≤ n
r(y1,m|Π) = (0, 1, 2m+ n− 3)
r(yn,m|Π) = (2m+ n− 3, 1, 0)
r(y1,j|Π) = (m− j, 0,m+ n+ j − 3); jika 2 ≤ j ≤ m− 1
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r(yn,j|Π) = (m+ n+ j − 3, 0,m− j); jika 2 ≤ j ≤ m− 1
r(yi,j|Π) = (m+ j + i− 3, 0,m+ n+ j − i− 2); jika 2 ≤ i ≤ n− 1, 2 ≤ j ≤ m
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Pn.δPm mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf Pn .δ Pm. Sehingga |Π| = 3.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda
dengan kardinalitas Π sama dengan 3. Namun, Π belum tentu mempunyai kardi-
nalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan sebagai batas atas dimensi partisi
dari graf Pn .δ Pm sehingga dapat ditulis pd(Pn .δ Pm) ≤ 3.
Batas bawah dari dimensi partisi graf Pn .δ Pm dapat merujuk pada Teorema
2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf G isomorfik dengan
lintasan Pn. Untuk n ≥ 3 dan m ≥ 3 graf hasil operasi comb Pn .δ Pm tidak
isomorfik dengan lintasan Pn, maka dapat dipastikan bahwa batas bawah dimensi
partisi dari graf Pn .δ Pm, yaitu pd(Pn .δ Pm) ≥ 3. Dengan demikian, batas atas
dan batas bawah dimensi partisi dari graf Pn .δ Pm adalah 3 ≤ pd(Pn .δ Pm) ≤ 3.
Jadi, dimensi partisi dari graf Pn .δ Pm yaitu pd(Pn .δ Pm) = 3 untuk n ≥ 3 dan
m ≥ 2. 2
Sekarang, akan membahas dimensi partisi pada graf Pn .∆ Pm dengan m,n ∈
Z+ dan salah satu simpul v ∈ Pm yang dilekatkan ke setiap simpul u ∈ Pn dan
simpul v mempunyai derajat sama dengan dua. Jika n = 2, graf P2 merupakan
lintsan dan setiap simpul di P2 tidak berderajat dua dan jika m = 2, graf
P2 merupakan lintsan dan setiap simpul di P2 tidak berderajat dua, sedemikian
sehingga order lintsan Pn dan lintasan Pm masing-masing m ≥ 3 dan n ≥ 3.
Graf Pn .∆ Pm ditunjukkan pada Gambar 4.14 (a). Dalam menentukan dimensi
partisi suatu graf Pn .∆ Pm, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan
batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Pn .∆ Pm. Dimensi partisi
mensyaratkan partisi pembeda Π harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Teorema 4.10. Misalkan Pn adalah graf lintasan order n dan Pm adalah graf
lintasan order m dengan simpul pelekatan dari Pm yang berderajat dua. Untuk
m ≥ 3 dan n ≥ 3, dimensi partisi graf hasil operasi comb Pn .∆ Pm adalah
pd(Pn .∆ Pm) = 3.
Bukti: Misalkan graf Pn .∆ Pm memiliki himpunan simpul V (Pn .∆ Pm) =
{yi,k|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dm2 e} ∪ {yi,l|1 ≤ i ≤ n, 2 ≤ l ≤
m − p + 1, 2 ≤ p ≤ dm
2
e} dan himpunan sisi E(Pn .∆ Pm) = {yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤
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Gambar 4.14: (a) Graf Hasil Operasi Pn .∆ Pm, (b) Konstruksi Partisi Pembeda
P6 .∆ P7
n − 1} ∪ {yi,kyi,k+1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ p − 1, 2 ≤ p ≤ dm2 e} ∪ {yi,lyj,l+1|1 ≤
i ≤ n, 2 ≤ l ≤ m − p, 2 ≤ p ≤ dm
2
e} ∪ {yi,1yi,2|1 ≤ i ≤ n}. Dimensi partisi graf
Pn .∆ Pm dengan mn buah simpul adalah 3 untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3, dikarenakan
untuk m = 3 dan n = 3 membentuk suatu pola. Tanpa mengurangi keumuman,
dapat diperoleh bentuk umum dari graf Pn .∆ Pm, maka dapat dibuktikan bahwa
dimensi partisi graf Pn .∆ Pm adalah m dengan membentuk sebuah teorema dan
dibuktikan.
Batas bawah dari dimensi partisi graf Pn .∆ Pm dapat merujuk pada Teorema
2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf G isomorfik dengan
lintasan Pn. Untuk n ≥ 3 dan m ≥ 3 graf hasil operasi comb Pn .∆ Pm tidak
isomorfik dengan lintasan Pn, maka dapat dipastikan bahwa batas bawah dimensi
partisi dari graf Pn .∆Pm, yaitu pd(Pn .∆Pm) ≥ 3. Selanjutnya, untuk menentukan
batas atas dimensi partisi pd(Pn .∆ Pm) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda Π pada graf Pn .∆ Pm dapat dilihat pada Gambar 4.14 (b). Ambil
partisi pembeda Π = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga Si = {y1,k|1 ≤ k ≤ p, 2 ≤
p ≤ dm
2
e} ∪ {yi,k|2 ≤ i ≤ n, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dm2 e}, S2 = {yi,1|2 ≤ i ≤
n} ∪ {yi,l|2 ≤ i ≤ n, 2 ≤ l ≤ m − p + 1, 2 ≤ p ≤ dm2 e} dan S3 = {yi,l|2 ≤ l ≤
m− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dm
2
e} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Pn .∆ Pm
mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π. Penulisan representasi setiap
simpul dapat dinyatakan dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n
dan m. Dalam kasus ini, dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai
k, l yang bergantung pada nilai p dan jua nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai
ilustrasi, jika diambil nilai n = 6 maka nilai 2 ≤ p ≤ d6
2
e = 3. Nilai k bergantung
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pada nilai p sedemikian sehingga jika p = 2 maka 2 ≤ k ≤ 2 atau k ∈ {2}
dan untuk p = 3 maka 2 ≤ k ≤ 3 atau k ∈ {2, 3}. Nilai l bergantung pada nilai p
sedemikian sehingga jika p = 2 maka 2 ≤ l ≤ 6−2+1 = 5 atau l ∈ {2, 3, 4, 5} dan
untuk p = 3 maka 2 ≤ l ≤ 6 − 3 + 1 = 4 atau l ∈ {2, 3, 4}. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn .∆ Pm untuk m ≥ 3 dan
n ≥ 3, sebagai berikut:
r(y1,k|Π) = (0, k, k); jika 1 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dm2 e
r(yi,k|Π) = (0, k − 1, i+ k − 1); jika 2 ≤ i ≤ n, 2 ≤ k ≤ p, 2 ≤ p ≤ dm2 e
r(yi,l|Π) = (l, 0, i+ l − 1); jika 2 ≤ i ≤ n, 2 ≤ l ≤ m− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dm2 e
r(yi,1|Π) = (1, 0, i); jika 2 ≤ i ≤ n
r(y1,l|Π) = (l − 1, l, 0); jika 2 ≤ l ≤ m− p+ 1, 2 ≤ p ≤ dm2 e
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Pn.∆Pm mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf Pn .∆ Pm. Sehingga |Π| = 3. Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa
Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π adalah 3. Namun, Π belum
tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan batas atas
dimensi partisi dari graf Pn .∆ Pm adalah pd(Pn .∆ Pm) ≤ 3. Dengan demikian,
diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi 3 ≤ pd(Pn .∆ Pm) ≤ 3. Jadi
dimensi partisi dari graf Pn .∆ Pm adalah pd(Pn .∆ Pm) = 3 untuk m ≥ 3 dan
n ≥ 3. 2
4.1.8 Dimensi Partisi Graf Lengkap Comb Graf Lingkaran
Graf hasil operasi comb antara graf lengkap Kn dengan graf lingkaran Cm
dihasilkan dari menduplikat graf lingkaran Cm sebanyak n simpul di graf lengkap
Kn dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lingkaran Cm pada setiap
simpul graf lengkap Kn, maka dapat dikatakan bahwa graf Kn . Cm merupakan
graf yang terdiri dari n kali graf lingkaran Cm yang memiliki himpunan simpul
V (Kn . Cm) = {yi,j|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Kn . Cm) =
{yi,1yi+k,1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ n − i} ∪ {yi,1yi,m|1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤
i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m − 1}. Graf Cn . Cm memiliki nm buah simpul dan n2+2mn−n2
buah sisi. Graf Cn . Cm ditunjukkan pada Gambar 4.15 (a).
Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada grafKn .Cm dengan m,n ∈
Z+. Jika m = 2, graf C2 adalah graf lunar atau graf tidak sederhana yang memiliki
sisi ganda dan jika n = 2, graf K2 isomorfik dengan graf lintasan P2 maka graf
hasil operasi comb K2 . Cm isomorfik dengan P2 . Cm, sedemikian sehingga order
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Gambar 4.15: (a) Graf Hasil Operasi Kn . Cm, (b) Konstruksi Partisi Pembeda
K6 . C6
graf lengkap Kn dan lingkaran Cm masing-masing m ≥ 3 dan n ≥ 3. Dalam
menentukan dimensi partisi suatu graf Kn . Cm, hal pertama yang harus dilakukan
adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Kn . Cm.
Dimensi partisi mensyaratkan semua himpunan simpul elemen Π harus mempunyai
kardinalitas yang minimum.
Teorema 4.11. Diberikan dua graf terhubung Kn dan Cm dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan m ≥ 3 dan n ≥ 3, maka dimensi partisi graf hasil
operasi comb Kn . Cm adalah pd(Kn . Cm) = n
Bukti: Misalkan grafKn .Cm memiliki himpunan simpul V (Kn .Cm) = {yi,j|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Kn . Cm) = {yi,1yi+k,1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤
k ≤ n − i} ∪ {yi,1yi,m|1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m − 1}.
Dimensi partisi graf Kn . Cm dengan mn buah simpul adalah n dengan m ≥ 3
dan n ≥ 3 dikarenakan untuk n = 3 dan m = 6 membentuk suatu pola. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf Kn . Cm untuk
m ≥ 3 dan n ≥ 3, maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf Kn . Cm
adalah n dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(Kn . Cm) dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π pada graf Kn . Cm dapat dilihat pada
Gambar 4.15 (b). Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3, ..., Sn} sedemikian
sehingga S1 = {y1,1, y1,2, yn,j|3 ≤ j ≤ m} dan Si = {yi,1, yi,2, yi−1,j|2 ≤ i ≤
n, 3 ≤ j ≤ m}, akan ditunjukkan bahwa semua simpul di grafKn.Cm mempunyai
representasi yang berbeda terhadap Π. Berikut ini akan dilakukan observasi pada
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graf Kn . Cm dengan simpul-simpul yi,j dengan 1 ≤ i ≤ n dan 1 ≤ j ≤ m. Dari
hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf Kn . Cm untuk
m ≥ 3 dan n ≥ 3, sebagai berikut:
r(yi,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i
); jika 1 ≤ i ≤ n
r(yi,2|Π) = (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
i−1
, 0, 1, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
n−i−1
); jika 1 ≤ i ≤ n− 1
r(yn,2|Π) = (1, 2, ..., 2, 0)
r(yi,j|Π) = (j, ..., j︸ ︷︷ ︸
i−1
, j − 2, 0, j, ..., j︸ ︷︷ ︸
n−i−1
); jika 1 ≤ i ≤ n− 1,3 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1
r(yi,j|Π) = (m− j + 2, ...,m− j + 2︸ ︷︷ ︸
i−1
,m−j+1, 0,m− j + 2, ...,m− j + 2︸ ︷︷ ︸
n−i−1
); jika
1 ≤ i ≤ n− 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m
r(yn,j|Π) = (0, j, ..., j︸ ︷︷ ︸
n−2
, j − 2); jika 3 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1
r(yn,j|Π) = (0,m− j + 2, ...,m− j + 2︸ ︷︷ ︸
n−2
,m− j + 1); jikabm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari grafKn.Cm mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, ..., Sn} merupakan partisi
pembeda dari graf Kn . Cm. Sehingga |Π| = n. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π sama dengan
n. Namun, Π belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu,
dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf Kn . Cm yang dapat ditulis
pd(Kn . Cm) ≤ n.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Kn . Cm, akan ditun-
jukkan bahwa partisi pembeda dari graf Kn . Cm memiliki kardinalitas kurang dari
n. Misalkan suatu partisi pembeda dari Kn . Cm dengan |Π| = n − 1 maka akan
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m ≥ 3 dan
n ≥ 3 terdiri dari nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan
representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf Kn . Cm
dengan m ≥ 3 dan n ≥ 3, dapat dipilih Π = {S1, S2, S3, ..., Sn−1} dengan
S1 = {y1,1, y1,2, yn,j, yn−1,j|3 ≤ j ≤ m}, Si = {yi,1, yi,2, yi−1,j|2 ≤ i ≤ n− 1, 3 ≤
j ≤ m} dan Sn−1 = {yn,1, yn,2}, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan
representasi yang sama, yaitu r(yn,1|Π) = r(yn−1,1|Π) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, 0) dikarenakan
simpul yn,1 dan yn−1,1 terdapat dalam kelas partisi yang sama dan memiliki jarak
d(yn,1, Si) dan d(yn−1,1, Si) dengan Si ∈ Π, 1 ≤ i ≤ k. Berdasarkan Lemma
2.2, simpul yn,1 dan yn−1,1 harus berada pada kelas partisi berbeda. Jadi, Π dengan
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,Gambar 4.16: Graf Hasil Operasi Cn . Cm
|Π| = n− 1 bukan merupakan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π sama
dengan n − 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan sebagai batas bawah dimensi partisi dari graf Kn . Cm dapat ditulis
pd(Kn . Cm) ≥ n. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi
dari graf Kn . Cm adalah n ≤ pd(Kn . Cm) ≤ n. Jadi, dimensi partisi dari graf
Kn . Cm yaitu pd(Kn . Cm) = n untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3. 2
4.1.9 Dimensi Partisi Graf Lingkaran Comb Graf Lingkaran
Graf hasil operasi comb antara graf lingkaran Cn dengan graf lingkaran Cm
dihasilkan dari menduplikat graf lingkaran Cm sebanyak n simpul di graf lingkaran
Cn dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lingkaran Cm pada setiap
simpul graf lingkaran Cn, maka dapat dikatakan bahwa graf Cn . Cm merupakan
graf yang terdiri dari n kali graf lingkaran Cm yang memiliki himpunan simpul
V (Cn . Cm) = {yi,j|1 ≤ j ≤ m 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Cn . Cm) =
{yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {yn,1y1,1} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ j ≤ m − 1, 1 ≤ i ≤
n} ∪ {yi,myi,1|1 ≤ i ≤ n}. Graf Cn .Cm memiliki nm buah simpul dan n(m+ 1)
buah sisi. Graf Cn . Cm ditunjukkan pada Gambar 4.16.
Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf Cn .Cm dengan m,n ∈
Z+. Jika m = 2, graf C2 adalah graf lunar atau graf tidak sederhana yang memiliki
sisi ganda dan jika n = 2, graf C2 adalah graf lunar atau graf tidak sederhana
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yang memiliki sisi ganda sedemikian sehingga order lingkaran Cn dan lingkaran
Cm masing-masing m ≥ 3 dan n ≥ 3. Dalam menentukan dimensi partisi suatu
graf, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas
bawah dimensi partisi dari graf Cn . Cm. Dimensi partisi mensyaratkan semua
himpunan simpul elemen Π harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Teorema 4.12. Diberikan dua graf terhubung Cn dan Cm dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan m ≥ 3 dan n ≥ 3, maka dimensi partisi graf hasil
operasi comb Cn . Cm adalah
pd(Cn . Cm) =
{
3, jika n = 3
4, jika n ≥ 4
Bukti: Misalkan graf Cn .Cm memiliki himpunan simpul V (Cn .Cm) = {yi,j|1 ≤
j ≤ m 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Cn . Cm) = {yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤ n− 1} ∪
{yn,1y1,1} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ j ≤ m − 1, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi,myi,1|1 ≤ i ≤ n}.
Untuk menunjukkan dimensi partisi graf Cn . Cm dengan mn buah simpul, maka
untuk masing-masing nilai n dibagi menjadi dua kasus yaitu kasus pertama untuk
n = 3, sedangkan kasus kedua untuk n ≥ 4.
Kasus 1: Untuk n = 3 dan m ≥ 3
Untuk n = 3 dan m ≥ 3, graf C3 . Cm dan C3 isomorfik K3, maka graf C3 . Cm
isomorfik dengan graf K3 . Cm. Berdasarkan Teorema 4.11 menyatakan bahwa
dimensi partisi graf pd(K3 . Cm) = 3 untuk m ≥ 3. Oleh karena itu, untuk n = 3
dan m ≥ 3 graf C3 . Cm memiliki dimensi partisi yaitu pd(C3 . Cm) = 3. Jadi
terbukti bahwa dimensi partisi graf C3 . Cm adalah 3.
Kasus 2: Untuk n ≥ 4 dan m ≥ 3
Dimensi partisi graf Cn . Cm dengan mn buah simpul adalah 4 untuk m ≥ 3 dan
n ≥ 4, dikarenakan untuk m = 3 dan n = 4 membentuk suatu pola. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf Cn . Cm untuk
m ≥ 3 dan n ≥ 4, maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi grafCn.Cm adalah
4 dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan. Untuk menentukan batas
atas dimensi partisi pd(Cn . Cm) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda Π pada graf Cn . Cm dapat dilihat pada Gambar 4.17 (a). Perhatikan dua
kasus berikut:
Untuk n genap dan m ≥ 3. Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3, S4}
sedemikian sehingga S1 = {y1,2, y2,2}, S2 = {yi,2|1 ≤ i ≤ n, i genap},
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Gambar 4.17: (a) Konstruksi Partisi Pembeda C6 . C6, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda C7 . C6
S3 = {yi,j|1 ≤ i ≤ n, 3 ≤ j ≤ m} ∪ {yi,1|1 ≤ i ≤ n} dan S4 = {yi,2|3 ≤
i ≤ n, i gasal} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Cn .Cm mempunyai
representasi yang berbeda terhadap Π. Berikut ini akan dilakukan observasi pada
graf Cn . Cm. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari
graf Cn . Cm untuk n genap adalah berbeda. Untuk membuktikan, pandang bahwa
simpul-simpul di graf Cn . Cm dibedakan menjadi simpul dalam yang berada pada
lingkaran Cn dan simpul daun yang berada pada subgraf Hi ∼= Cm, perhatikan
beberapa kondisi berikut ini:
a. Pandang u, v ∈ V (Cn . Cm) merupakan simpul dalam di Cn . Cm yang
termuat dalam kelas partisi yang sama S3, jika simpul-simpul u, v memiliki
jarak yang sama terhadap kelas partisi S1 yaitu d(u, S1) = d(v, S1) maka
representasi simpul u, v terhadap Π dibedakan oleh jarak simpul-simpul u, v
ke kelas partisi S2 and S4. Berakibat, representasi r(u|Π) 6= r(v|Π) sehingga
simpul u, v terhadap Π memiliki representasi simpul yang berbeda.
b. Perhatikan setiap simpul-simpul daun u, v di Cn . Cm. Misalkan simpul
u, v ∈ Hi ∼= Cm yang termuat dalam kelas partisi yang sama S3, jika
simpul-simpul u, v memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S1 yaitu
d(u, S1) = d(v, S1) maka representasi simpul u, v terhadap Π dibedakan oleh
jarak simpul-simpul u, v ke kelas partisi S2 and S4. Berakibat, representasi
r(u|Π) 6= r(v|Π) sehingga simpul u, v terhadap Π memiliki representasi
simpul yang berbeda.
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c. Untuk setiap simpul u, v di di simpul daun dan simpul u, v tidak berada pada
kelas partisi S3 maka representasi simpul u, v terhadap Π dibedakan oleh
jarak simpul u, v ke kelas partisi S1. Berakibat, representasi r(u|Π) 6= r(v|Π)
sehingga simpul u, v terhadap Π memiliki representasi simpul yang berbeda.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Cn .Cm mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, S4} merupakan partisi pembeda
dari graf tersebut. Sehingga |Π| = 4. Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa
Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π sama dengan 4. Namun, Π
belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas atas dimensi partisi dari graf Cn . Cm yang dapat ditulis pd(Cn . Cm) ≤ 4.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Cn . Cm,
akan ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf Cn . Cm memiliki kardinalitas
kurang dari 4. Misalkan suatu partisi pembeda dari Cn . Cm dengan |Π| = 3
maka akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk
n genap dan m ≥ 3 terdiri dari n + 1 buah cycle dan nm buah simpul, maka
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi
keumuman, ambil Π = {S1, S2, S3} dengan S1 = {y1,2, y2,2}, S2 = {yi,2|3 ≤ i ≤
n, i genap} dan S3 = V (Cm . Cn) − (S1 ∪ S2) maka dapat kita pilih sebarang
yi,2, yi,m ∈ S3 untuk 3 ≤ i ≤ n dengan i gasal dan simpul yi,2, yi,m memiliki jarak
yang sama terhadap kelas partisi S1, S2 misalkan d(yi,2, S1) = d(yi,m, S1) = i,
d(yi,2, S2) = d(yi,m, S2) = 3 untuk 3 ≤ i ≤ n2 + 1 dengan i gasal dan
d(yi,2, S1) = d(yi,m, S1) = n − i + 3, d(yi,2, S2) = d(yi,m, S2) = 3 untuk
n
2
+ 2 ≤ i ≤ n dengan i gasal sehingga terdapat sedikitnya dua simpul dengan
representasi yang sama, yaitu r(yi,2|Π) = r(yi,m|Π) = (i, 3, 0) untuk 3 ≤ i ≤ n2 +1
dengan i gasal dan r(yi,2|Π) = r(yi,m|Π) = (n− i + 3, 3, 0) untuk n2 + 2 ≤ i ≤ n
dengan i gasal. Jadi kardinalitas partisi pembeda adalah |Π| = 3 bukan merupakan
partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π sama
dengan 3 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf Cn . Cm yang dapat ditulis pd(Cn . Cm) ≥ 4.
Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Cn . Cm
adalah 4 ≤ pd(Cn . Cm) ≤ 4. Jadi, dimensi partisi dari graf Cn . Cm adalah
pd(Cn . Cm) = 4 untuk n ≥ 4 dan m ≥ 3.
Untuk n gasal dan m ≥ 3, Ambil partisi pembeda Π = {S1, S2, S3, S4}
sedemikian sehingga S1 = {y1,2, y2,2}, S2 = {yi,2|1 ≤ i ≤ bn2 c + 1, i genap} ∪
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{yi,2|bn2 c + 2 ≤ i ≤ n, i gasal}, S3 = {yi,j|1 ≤ i ≤ n, 3 ≤ j ≤ m} ∪ {yi,1|1 ≤
i ≤ n} dan S4 = {yi,2|1 ≤ i ≤ bn2 c+1, i gasal} ∪ {yi,2|bn2 c+2 ≤ i ≤ n, i genap}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Cn . Cm mempunyai representasi
yang berbeda terhadap Π. Hasil observasi pada graf Cn . Cm dapat dilihat pada
Gambar 4.17 (b). Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul
dari graf Cn . Cm untuk n gasal adalah berbeda. Untuk membuktikan, pandang
bahwa simpul-simpul di graf Cn.Cm dibedakan menjadi simpul dalam yang berada
pada lingkaran Cn dan simpul daun yang berada pada subgraf Hi ∼= Cm, perhatikan
beberapa kondisi berikut ini:
a. Pandang u, v ∈ V (Cn . Cm) merupakan simpul dalam di Cn . Cm yang
termuat dalam kelas partisi yang sama S3, jika simpul-simpul u, v memiliki
jarak yang sama terhadap kelas partisi S1 yaitu d(u, S1) = d(v, S1) maka
representasi simpul u, v terhadap Π dibedakan oleh jarak simpul-simpul u, v
ke kelas partisi S2 and S4. Berakibat, representasi r(u|Π) 6= r(v|Π) sehingga
simpul u, v terhadap Π memiliki representasi simpul yang berbeda.
b. Perhatikan setiap simpul-simpul daun u, v di Cn . Cm. Misalkan simpul
u, v ∈ Hi ∼= Cm yang termuat dalam kelas partisi yang sama S3, jika
simpul-simpul u, v memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S1 yaitu
d(u, S1) = d(v, S1) maka representasi simpul u, v terhadap Π dibedakan oleh
jarak simpul-simpul u, v ke kelas partisi S2 and S4. Berakibat, representasi
r(u|Π) 6= r(v|Π) sehingga simpul u, v terhadap Π memiliki representasi
simpul yang berbeda.
c. Untuk setiap simpul u, v di di simpul daun dan simpul u, v tidak berada pada
kelas partisi S3 maka representasi simpul u, v terhadap Π dibedakan oleh
jarak simpul u, v ke kelas partisi S1. Berakibat, representasi r(u|Π) 6= r(v|Π)
sehingga simpul u, v terhadap Π memiliki representasi simpul yang berbeda.
Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Cn .Cm mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi Π = {S1, S2, S3, S4} merupakan partisi pembeda
dari graf Cn . Cm. Sehingga |Π| = 4. Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa
Π merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas Π sama dengan 4. Namun, Π
belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas atas dimensi partisi dari graf Cn . Cm yang dapat ditulis pd(Cn . Cm) ≤ 4.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Cn . Cm, akan ditun-
jukkan bahwa partisi pembeda dari graf Cn . Cm memiliki kardinalitas kurang dari
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4. Misalkan suatu partisi pembeda dari Cn . Cm dengan |Π| = 3 maka akan
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk n gasal dan
m ≥ 3 terdiri dari n + 1 cycle dan nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya
dua simpul dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, ambil
Π = {S1, S2, S3} dengan S1 = {y1,2, y2,2}, S2 = {yi,2|1 ≤ i ≤ bn2 c+1, i genap} ∪
{yi,2|bn2 c + 2 ≤ i ≤ n, i gasal} dan S3 = V (Cm . Pn) − (S1 ∪ S2) maka dapat
kita pilih sebarang yi,2, yi,m ∈ S3 untuk 3 ≤ i ≤ n dan simpul yi,2, yi,m memiliki
jarak yang sama terhadap kelas partisi S1, S2 misalkan d(yi,2, S1) = d(yi,m, S1) = i,
d(yi,2, S2) = d(yi,m, S2) = 3 untuk 3 ≤ i ≤ bn2 c+1 dengan i gasal dan d(yi,2, S1) =
d(yi,m, S1) = n − i + 3, d(yi,2, S2) = d(yi,m, S2) = 3 untuk bn2 c + 2 ≤ i ≤ n
dengan i genap sehingga terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
sama, yaitu r(yi,2|Π) = r(yi,m|Π) = (i, 3, 0) untuk 3 ≤ i ≤ bn2 c+ 1 dengan i gasal
dan r(yi,2|Π) = r(yi,m|Π) = (n − i + 3, 3, 0) untuk bn2 c + 2 ≤ i ≤ n dengan i
genap. Jadi kardinalitas partisi pembeda adalah |Π| = 3 bukan merupakan partisi
pembeda.
Oleh karena itu, diperoleh bahwa Π dengan kardinalitas Π sama dengan 3 bukan
merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan batas bawah
dimensi partisi dari graf Cn .Cm adalah pd(Cn .Cm) ≥ 4. Dengan demikian, batas
atas dan batas bawah dimensi partisi dari grafCn.Cm adalah 4 ≤ pd(Cn.Cm) ≤ 4.
Jadi, dimensi partisi dari graf Cn . Cm adalah pd(Cn . Cm) = 4 untuk n ≥ 4 dan
m ≥ 3. 2
4.2 Dimensi Partisi Bintang Graf Hasil Operasi Comb Dua Graf Terhubung
Subbab ini menjelaskan dimensi partisi bintang pada graf hasil operasi comb.
Dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb tidak dapat digeneralisasi untuk
sebarang dua graf. Hal ini dikarenakan dimensi partisi bintang pada masing-masing
graf hasil operasi comb pasti berbeda, yaitu tergantung pada graf yang dioperasikan
dan simpul yang dilekatkan.
Dalam penjelasan berikut ini ditunjukkan dimensi partisi bintang pada operasi
comb antara dua graf terhubung diantaranya graf lingkaran Cn, graf lintasan Pn,
dan graf lengkap Kn. Beberapa hasil operasi comb dari tiga graf terhubung tersebut
sebagai berikut graf hasil operasi comb antara graf lingkaran Cm dan graf lintasan
Pn, graf lintasan Pn dan graf lingkaran Cm, graf lengkap Km dan graf lintasan Pn,
graf lintasan Pn dan graf lengkap Km, graf lengkap Kn dan graf lengkap Km, graf
lingkaran Cm dan graf lengkap Kn, graf lengkap Kn dan graf lingkaran Cm, graf
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lintasan Pn dan graf lintasan Pm dan graf lingkaran Cn dan graf lingkaran Cm.
4.2.1 Dimensi Partisi Bintang Graf Lingkaran Comb Graf Lintasan
Graf hasil operasi comb antara graf lingkaran Cm dengan graf lintasan Pn
dihasilkan dari menduplikat graf lintasan Pn sebanyak m simpul di graf lingkaran
Cm dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf Pn pada setiap simpul graf
Cm, maka dapat dikatakan bahwa graf Cm .δ Pn merupakan graf yang terdiri
dari m kali Lintasan Pn. Sehingga graf Cm .δ Pn memiliki himpunan simpul
V (Cm .δ Pn) = {yj,i|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Cm .δ Pn) =
{yj,1yj+1,1|1 ≤ j ≤ m− 1} ∪ {y1,1ym,1} ∪ {yj,iyj,i+1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n− 1}.
Graf Cm .δ Pn memiliki nm buah simpul dan mn buah sisi. Graf Cm .δ Pn ditun-
jukkan pada Gambar 4.1 (a).
Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf Cm .δ Pn dengan
m,n ∈ Z+. Untuk m = 2, graf C2 adalah graf yang memiliki sisi ganda sehingga
graf C2 bukan graf sederhana dan untuk n = 1, graf P1 merupakan graf trivial
sehingga graf hasil comb Cm .δ P1 isomorfik dengan lingkaran Cm sedemikian
sehingga order lingkaran Cm dan lintasan Pn masing-masing m ≥ 3 dan n ≥ 2.
Dalam menentukan dimensi partisi bintang graf Cm .δ Pn, hal pertama yang harus
dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf
Cm .δ Pn. Dimensi partisi bintang mensyaratkan ΠS harus mempunyai kardinalitas
yang minimum.
Teorema 4.13. Diberikan dua graf terhubung Cm dan Pn dengan masing-masing
ordernya m dan n dengan m ≥ 3 dan n ≥ 2 dan simpul pelekatan dari Pn yang
berderajat satu, maka dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb Cm .δ Pn
adalah
spd(Cm .δ Pn) =
{
mdn
3
e, jika n ≡ 0(mod3), n ≡ 2(mod3)
mbn
3
c+ dm
3
e, jika n ≡ 1(mod3)
Bukti: Misalkan grafCm.δPn memiliki himpunan simpul V (Cm.δPn) = {yj,i|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Cm .δ Pn) = {yj,1yj+1,1|1 ≤ j ≤
m−1} ∪ {y1,1ym,1} ∪ {yj,iyj,i+1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n−1}. Untuk menunjukkan
dimensi partisi bintang graf Cm .δPn dengan mn buah simpul, maka untuk masing-
masing nilai n dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama jika n ≡ 0(mod 3), kasus
kedua jika n ≡ 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga jika n ≡ 2(mod 3).
Kasus 1: Untuk n ≡ 0(mod 3)
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Gambar 4.18: (a) Konstruksi partisi pembeda bintang pada graf C6 .δ P5, (b)
Konstruksi partisi pembeda bintang pada graf C6 .δ P4
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n
3
)} dengan:
Sn
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n
3
, 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k, 1 ≤ j ≤ m}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn
3
(j−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Cm .δ Pn)
berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf Cm .δ Pn untuk n ≡ 0(mod 3), adalah
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m gasal sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (aj−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbn
3
c−k, bm−j); us = i − 3s,
tr = 3r − (i − 1), 1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bn3 c − k, 1 ≤ k ≤ bn3 c,
3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k, m gasal.
a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 ,
v1, ..., vbn
3
c−1); z1s = s + i − 2 dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1 dan 1 ≤ i ≤ n,
z2s = 2bm2 c − s + i + 1 dengan bm2 c + 2 ≤ s ≤ m dan 1 ≤ i ≤ n, vl = z1s + 3l
dengan 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1, wl = z2s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1.
b = (z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
m,
w1, ..., wbn
3
c−1); z1s = s + i − 2 dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1 dan 1 ≤ i ≤ n,
z2s = 2bm2 c − s + i + 1 dengan bm2 c + 2 ≤ s ≤ m dan 1 ≤ i ≤ n, vl = z1s + 3l
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dengan 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1, wl = z2s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m genap sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (aj−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbn
3
c−k, bm−j); us = i − 3s,
tr = 3r − (i − 1), 1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bn3 c − k, 1 ≤ k ≤ bn3 c,
3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k, m genap.
a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, bm2 c + i −
1, x1, ..., xbn
3
c−1, z1bm
2
c, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 , v1, ..., vbn3 c−1); z
1
s = s + i − 2
dengan 2 ≤ s ≤ bm
2
c dan 1 ≤ i ≤ n, z2s = 2bm2 c − s+ i dengan bm2 c+ 2 ≤ s ≤ m
dan 1 ≤ i ≤ n, vl = z1s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, wl = z2s + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1, xh = bm2 c+ 3h+ i− 1 dengan 1 ≤ h ≤ bn3 c − 1.
b = (z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c, v1, ..., vbn3 c−1, bm2 c + i −
1, x1, ..., xbn
3
c−1, z2bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
m, w1, ..., wbn3 c−1); z
1
s = s + i − 2
dengan 2 ≤ s ≤ bm
2
c dan 1 ≤ i ≤ n, z2s = 2bm2 c − s+ i dengan bm2 c+ 2 ≤ s ≤ m
dan 1 ≤ i ≤ n, vl = z1s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, wl = z2s + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1, xh = bm2 c+ 3h+ i− 1 dengan 1 ≤ h ≤ bn3 c − 1.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n
3
)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
m(n
3
) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = m(n3 ). Akan
tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan
batas atas dimensi partisi bintang dari graf Cm .δ Pn yaitu spd(Cm .δ Pn) ≤ m(n3 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cm .δ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = m(n3 ) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Cm .δ Pn). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n
3
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sm(n
3
)−1 = {ym,i|n3 − 1 ≤ k ≤ n3 , 3(k − 1) + 1 ≤
i ≤ 3}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n3 )− 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
pasrtisi bintang dari graf Cm .δ Pn yaitu spd(Cm .δ Pn) ≥ m(n3 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(n
3
) ≤ spd(Cm .δ Pn) ≤ m(n3 ), maka dimensi partisi bintang spd(Cm .δ Pn) =
m(n
3
) untuk n ≡ 0(mod 3).
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Kasus 2: Untuk n ≡ 1(mod 3)
Simpul-simpul di graf Cm .δ Pn dibedakan menjadi simpul daun (pendant)
merupakan simpul-simpul subgraf Pn dan simpul dalam merupakan simpul-simpul
di subgraf lingkaran Cm. Untuk n ≡ 1(mod 3), kelas partisi di simpul daun
(pendant) terpisah dengan kelas partisi di simpul dalam sehingga terdapat tiga kasus
untuk nilai m yaitu pertama untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 0(mod 3), kedua
untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3), sedangkan untuk n ≡ 1(mod 3) dan
m ≡ 2(mod 3).
1. Untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 0(mod 3) Batas atas dimensi partisi
bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda
bintang graf Cm .δ Pn dapat dilihat pada Gambar 4.18 (b). Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−1
3
+m
3
} dengan:
Sn−1
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n−13 , 3(k − 1) + 2 ≤ i ≤ 3k + 1, 1 ≤ j ≤ m}
Smn−1
3
+l = {yj,1|1 ≤ l ≤ m3 , 3(l − 1) + 1 ≤ j ≤ 3l}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn−1
3
(j−1)+k dan Smn−1
3
+l mengin-
duksi sebuah graf bintang K1,2. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap
simpul v ∈ V (Cm .δPn) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf Cm .δ Pn untuk n ≡ 1(mod 3)
dan m ≡ 0(mod 3), sebagai berikut:
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m gasal sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (aj−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbn
3
c−k, cm−j, d); us = i − 3s − 1,
tr = 3r − (i − 2), 1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bn3 c − k, 1 ≤ k ≤ bn3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ i ≤ 3k + 1, 1 ≤ j ≤ m dengan m gasal.
a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 ,
v1, ..., vbn
3
c−1); z1s = s + i − 1 dan vl = z1s + 3l dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1
dan 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; z2s = 2bm2 c − s + i + 2 dan wl = z2s + 3l dengan
bm
2
c+ 2 ≤ s ≤ m, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 2 ≤ i ≤ n.
c = (z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
m,
w1, ..., wbn
3
c−1); z1s = s + i − 1 dan vl = z1s + 3l dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; z2s = 2bm2 c − s + i + 2 dan wl = z2s + 3l dengan
bm
2
c+ 2 ≤ s ≤ m, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 2 ≤ i ≤ n.
d = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, i − 1, t11, ..., t1bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1f = (i − 1) + (1 + 3(p − 1) − j) + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c;
t2f = (i−1)+(j−3(p−1)−1)+3bm3 c−3f−2 dengan bm6 c+1 ≤ f ≤ bm3 c−1;
t3f = (i − 1) + (j − 3(p − 1) − 1) + 3f − 2 dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c;
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t4f = (i−1)+(1+3(p−1)−j)+3bm3 c−3f dengan bm6 c+1 ≤ f ≤ bm3 c−1;
1 ≤ p ≤ bm
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ j ≤ 3p, 2 ≤ i ≤ n.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m gasal dengan i = 1 sebagai
berikut:
r(yj,1|ΠS) = (aj−1, 1, t1, ..., tbn
3
c−1, cm−j, d); tr = 1 + 3r, 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1,
1 ≤ j ≤ m dengan m gasal.
a = (z2m−1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, ..., z
2
bm
2
c+1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, z
1
bm
2
c, t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, ..., z
1
1 ,
t11, ..., t
1
bn
3
c−1); z
1
l = l + 1 dan t
1
r = z
1
l + 3r dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c,
1 ≤ r ≤ bn
3
c−1; z2l = m−l+1 dan t2r = z2l +3r dengan bm2 c+1 ≤ l ≤ m−1,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, ..., z
1
bm
2
c, t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, z
2
bm
2
c+1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, ..., z
2
m−1,
t21, ..., t
2
bn
3
c−1); z
1
l = l + 1 dan t
1
r = z
1
l + 3r dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c,
1 ≤ r ≤ bn
3
c−1; z2l = m−l+1 dan t2r = z2l +3r dengan bm2 c+1 ≤ l ≤ m−1,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1.
d = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1f = (1 + 3(p − 1) − j) + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c;
t2f = (j − 3(p− 1)− 1) + 3bm3 c − 3f − 2 dengan bm6 c+ 1 ≤ f ≤ bm3 c − 1;
t3f = (j − 3(p − 1) − 1) + 3f − 2 dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c;
t4f = (1 + 3(p − 1) − j) + 3bm3 c − 3f dengan bm6 c + 1 ≤ f ≤ bm3 c − 1;
1 ≤ p ≤ bm
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ j ≤ 3p.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m genap sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (aj−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbn
3
c−k, cm−j, d); us = i − 3s − 1,
tr = 3r − (i − 2), 1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bn3 c − k, 1 ≤ k ≤ bn3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ i ≤ 3k + 1, 1 ≤ j ≤ m dengan m genap.
a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 ,
v1, ..., vbn
3
c−1); z1s = s + i − 1 dan vl = z1s + 3l dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1
dan 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; z2s = 2bm2 c − s + i + 1 dan wl = z2s + 3l dengan
bm
2
c+ 2 ≤ s ≤ m, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 2 ≤ i ≤ n.
c = (z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
m,
w1, ..., wbn
3
c−1); z1s = s + i − 1 dan vl = z1s + 3l dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; z2s = 2bm2 c − s + i + 1 dan wl = z2s + 3l dengan
bm
2
c+ 2 ≤ s ≤ m, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 2 ≤ i ≤ n.
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d = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, tbm6 c, t
3
bm
6
c−1, ..., t
3
1, i− 1, t11, ..., t1bm
6
c−1, tbm6 c,
t2bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1); t
1
f = (i − 1) + (1 + 3(p − 1) − j) + 3f dengan
1 ≤ f ≤ bm
6
c− 1; t2f = (i− 1) + (j− 3(p− 1)− 1) + 3bm3 c− 3f − 2 dengan
bm
6
c+ 1 ≤ f ≤ bm
3
c− 1; t3f = (i− 1) + (j − 3(p− 1)− 1) + 3f − 2 dengan
1 ≤ f ≤ bm
6
c − 1; t4f = (i − 1) + (1 + 3(p − 1) − j) + 3bm3 c − 3f dengan
bm
6
c + 1 ≤ f ≤ bm
3
c − 1;tbm
6
c = 3bm6 c + i − 3 dengan j = 3(p − 1) + 1
dan j = 3p; tbm
6
c = 3bm6 c + i − 2 dengan j = 3(p − 1) + 2; 1 ≤ p ≤ bm3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ j ≤ 3p, 2 ≤ i ≤ n.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m genap dengan i = 1 sebagai
berikut:
r(yj,1|ΠS) = (aj−1, 1, t1, ..., tbn
3
c−1, cm−j, d); tr = 1 + 3r, 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1,
1 ≤ j ≤ m dengan m genap.
a = (z2m−1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, ..., z
2
bm
2
c+1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, z
1
bm
2
c, t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, ..., z
1
1 ,
t11, ..., t
1
bn
3
c−1); z
1
l = l + 1 dan t
1
r = z
1
l + 3r dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c,
1 ≤ r ≤ bn
3
c−1; z2l = m−l+1 dan t2r = z2l +3r dengan bm2 c+1 ≤ l ≤ m−1,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, ..., z
1
bm
2
c, t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, z
2
bm
2
c+1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, ..., z
2
m−1,
t21, ..., t
2
bn
3
c−1); z
1
l = l + 1 dan t
1
r = z
1
l + 3r dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c,
1 ≤ r ≤ bn
3
c−1; z2l = m−l+1 dan t2r = z2l +3r dengan bm2 c+1 ≤ l ≤ m−1,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1.
d = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, tbm6 c, t
3
bm
6
c−1, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, tbm6 c, t
2
bm
6
c+1, ...,
t2bm
3
c−1); t
1
f = (1 + 3(p − 1) − j) + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c − 1;
t2f = (j − 3(p− 1)− 1) + 3bm3 c − 3f − 2 dengan bm6 c+ 1 ≤ f ≤ bm3 c − 1;
t3f = (j − 3(p − 1) − 1) + 3f − 2 dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c − 1;
t4f = (1+3(p−1)− j)+3bm3 c−3f dengan bm6 c+1 ≤ f ≤ bm3 c−1;tbm6 c =
3bm
6
c − 2 dengan j = 3(p − 1) + 1 dan j = 3p; tbm
6
c = 3bm6 c − 1 dengan
j = 3(p− 1) + 2; 1 ≤ p ≤ bm
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ j ≤ 3p.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−1
3
+m
3
} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari mn−1
3
+ m
3
kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah
|ΠS| = mn−13 + m3 . Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
Cm .δ Pn yaitu spd(Cm .δ Pn) ≤ mn−13 + m3 .
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Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cm .δ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi
harus sebuah graf bintang K1,2 sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS
mempunyai kardinalitas |ΠS| = mn−13 + m3 − 1, maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang K1,2. Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan simpul-
simpul dari V (Cm .δ Pn). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Smn−1
3
+m
3
−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaitu Smn−1
3
+m
3
−1 = {yj,1|m3 − 1 ≤ l ≤ m3 , 3(l −
1) + 1 ≤ j ≤ 3l}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas
|ΠS| = mn−13 + m3 − 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf Cm .δ Pn
yaitu spd(Cm .δ Pn) ≥ mn−13 + m3 .
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang mn−1
3
+ m
3
≤ spd(Cm .δ Pn) ≤ mn−13 + m3 , maka dimensi partisi
bintang spd(Cm.δPn) = mn−13 +
m
3
untuk n ≡ 1(mod 3) danm ≡ 0(mod 3).
2. Untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−1
3
+m−1
3
+1} dengan:
Sn−1
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n−13 , 3(k − 1) + 2 ≤ i ≤ 3k + 1, 1 ≤ j ≤ m}
Smn−1
3
+l = {yj,1|1 ≤ l ≤ m−13 , 3(l − 1) + 1 ≤ j ≤ 3l}
Smn−1
3
+m−1
3
+1 = {ym,1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn−1
3
(j−1)+k dan Smn−1
3
+l mengin-
duksi sebuah graf bintang K1,2 dan Smn−1
3
+m−1
3
+1 merupakan kelas partisi
singleton yang berisi sebuah simpul trivial yang juga merupakan graf bintang.
Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Cm .δ Pn) berbeda
terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul
dari graf Cm .δ Pn untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3), sebagai berikut:
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m gasal sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (aj−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbn
3
c−k, cm−j, d); us = i − 3s − 1,
tr = 3r − (i − 2), 1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bn3 c − k, 1 ≤ k ≤ bn3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ i ≤ 3k + 1, 1 ≤ j ≤ m dengan m gasal.
a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 ,
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v1, ..., vbn
3
c−1); z1s = s + i − 1 dan vl = z1s + 3l dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1
dan 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; z2s = 2bm2 c − s + i + 2 dan wl = z2s + 3l dengan
bm
2
c+ 2 ≤ s ≤ m, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 2 ≤ i ≤ n.
c = (z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
m,
w1, ..., wbn
3
c−1); z1s = s + i − 1 dan vl = z1s + 3l dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; z2s = 2bm2 c − s + i + 2 dan wl = z2s + 3l dengan
bm
2
c+ 2 ≤ s ≤ m, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 2 ≤ i ≤ n.
d = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, tbm6 c”, t
3
bm
6
c−1, ..., t
3
1, i −
1, t11, ..., t
1
bm
6
c−1, tbm6 c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1, tbm3 c); t
1
f = (i − 1) +
(1 + 3(p − 1) − j) + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm
6
c − 1; t2f =
(i−1)+(j−3(p−1)−1)+3bm
3
c−3f−1 dengan bm
6
c+1 ≤ f ≤ bm
3
c−1;
t3f = (i − 1) + (j − 3(p − 1) − 1) + 3f − 2 dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c − 1;
t4f = (i−1)+(1+3(p−1)−j)+3bm3 c−3f+1 dengan bm6 c+1 ≤ f ≤ bm3 c−1;
tbm
3
c = (i − 1) + j dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c; tbm3 c = (i − 1) + m − j dengan
bm
2
c + 1 ≤ j ≤ m− 1 ; tbm
6
c = 3bm6 c + i− 2 dengan j = 3(p− 1) + 1 dan
j = 3(p− 1) + 2; tbm
6
c = 3bm6 c+ i− 3 dengan j = 3p; tbm6 c” = 3bm6 c+ i− 2
dengan j = 3(p − 1) + 2 dan j = 3p; tbm
6
c” = 3bm6 c + i − 3 dengan
j = 3(p− 1) + 1; 1 ≤ p ≤ bm
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ j ≤ 3p, 2 ≤ i ≤ n.
d = (i, t51, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, i − 1); t5f = i + 3f dengan
1 ≤ f ≤ bm
6
c−1; t6f = (i−1)+3bm3 c−3f−2 dengan bm6 c ≤ f ≤ bm3 c−1;
2 ≤ i ≤ n.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m gasal dengan i = 1 sebagai
berikut:
r(yj,1|ΠS) = (aj−1, 1, t1, ..., tbn
3
c−1, cm−j, d); tr = 1 + 3r, 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1,
1 ≤ j ≤ m dengan m gasal.
a = (z2m−1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, ..., z
2
bm
2
c+1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, z
1
bm
2
c, t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, ..., z
1
1 ,
t11, ..., t
1
bn
3
c−1); z
1
l = l + 1 dan t
1
r = z
1
l + 3r dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c,
1 ≤ r ≤ bn
3
c−1; z2l = m−l+1 dan t2r = z2l +3r dengan bm2 c+1 ≤ l ≤ m−1,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, ..., z
1
bm
2
c, t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, z
2
bm
2
c+1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, ..., z
2
m−1,
t21, ..., t
2
bn
3
c−1); z
1
l = l + 1 dan t
1
r = z
1
l + 3r dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c,
1 ≤ r ≤ bn
3
c−1; z2l = m−l+1 dan t2r = z2l +3r dengan bm2 c+1 ≤ l ≤ m−1,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1.
d = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, tbm6 c”, t
3
bm
6
c−1, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, tbm6 c, t
2
bm
6
c+1, ...,
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t2bm
3
c−1, tbm3 c); t
1
f = (1 + 3(p − 1) − j) + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c − 1;
t2f = (j − 3(p− 1)− 1) + 3bm3 c − 3f − 1 dengan bm6 c+ 1 ≤ f ≤ bm3 c − 1;
t3f = (j − 3(p − 1) − 1) + 3f − 2 dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c − 1;
t4f = (1 + 3(p− 1)− j) + 3bm3 c − 3f + 1 dengan bm6 c+ 1 ≤ f ≤ bm3 c − 1;
tbm
3
c = j dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c; tbm3 c = m− j dengan bm2 c+ 1 ≤ j ≤ m− 1;
tbm
6
c = 3bm6 c − 1 dengan j = 3(p − 1) + 1 dan j = 3(p − 1) + 2;
tbm
6
c = 3bm6 c−2 dengan j = 3p; tbm6 c” = 3bm6 c−1 dengan j = 3(p−1) + 2
dan j = 3p; tbm
6
c” = 3bm6 c − 2 dengan j = 3(p − 1) + 1; 1 ≤ p ≤ bm3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ j ≤ 3p.
d = (1, t51, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, 0); t
5
f = 1 + 3f dengan
1 ≤ f ≤ bm
6
c − 1; t6f = 3bm3 c − 3f − 2 dengan bm6 c ≤ f ≤ bm3 c − 1.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m genap sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (aj−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbn
3
c−k, cm−j, d); us = i − 3s − 1,
tr = 3r − (i − 2), 1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bn3 c − k, 1 ≤ k ≤ bn3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ i ≤ 3k + 1, 1 ≤ j ≤ m dengan m genap.
a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 ,
v1, ..., vbn
3
c−1); z1s = s + i − 1 dan vl = z1s + 3l dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1
dan 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; z2s = 2bm2 c − s + i + 1 dan wl = z2s + 3l dengan
bm
2
c+ 2 ≤ s ≤ m, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 2 ≤ i ≤ n.
c = (z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
m,
w1, ..., wbn
3
c−1); z1s = s + i − 1 dan vl = z1s + 3l dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; z2s = 2bm2 c − s + i + 1 dan wl = z2s + 3l dengan
bm
2
c+ 2 ≤ s ≤ m, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 2 ≤ i ≤ n.
d = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, i − 1, t11, ..., t1bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1f = (i − 1) + (1 + 3(p − 1) − j) + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c;
t2f = (i − 1) + (j − 3(p − 1) − 1) + 3bm3 c − 3f − 1 dengan
bm
6
c + 1 ≤ f ≤ bm
3
c − 1; t3f = (i − 1) + (j − 3(p − 1) − 1) + 3f − 2
dengan 1 ≤ f ≤ bm
6
c; t4f = (i − 1) + (1 + 3(p − 1) − j) + 3bm3 c − 3f + 1
dengan bm
6
c + 1 ≤ f ≤ bm
3
c − 1; tbm
3
c = (i− 1) + j dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c;
tbm
3
c = (i−1)+m−j dengan bm2 c+2 ≤ j ≤ m−1; tbm3 c = (i−1)+m−j−1
dengan j = bm
2
c+ 1; 1 ≤ p ≤ bm
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ j ≤ 3p, 2 ≤ i ≤ n.
d = (i, t51, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, i− 1); t5f = i+ 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c;
t6f = (i− 1) + 3bm3 c − 3f − 2 dengan bm6 c+ 1 ≤ f ≤ bm3 c − 1; 2 ≤ i ≤ n.
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Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m genap dengan i = 1 sebagai
berikut:
r(yj,1|ΠS) = (aj−1, 1, t1, ..., tbn
3
c−1, cm−j, d); tr = 1 + 3r, 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1,
1 ≤ j ≤ m dengan m genap.
a = (z2m−1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, ..., z
2
bm
2
c+1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, z
1
bm
2
c, t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, ..., z
1
1 ,
t11, ..., t
1
bn
3
c−1); z
1
l = l + 1 dan t
1
r = z
1
l + 3r dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c,
1 ≤ r ≤ bn
3
c−1; z2l = m−l+1 dan t2r = z2l +3r dengan bm2 c+1 ≤ l ≤ m−1,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, ..., z
1
bm
2
c, t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, z
2
bm
2
c+1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, ..., z
2
m−1,
t21, ..., t
2
bn
3
c−1); z
1
l = l + 1 dan t
1
r = z
1
l + 3r dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c,
1 ≤ r ≤ bn
3
c−1; z2l = m−l+1 dan t2r = z2l +3r dengan bm2 c+1 ≤ l ≤ m−1,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1.
d = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1f = (1 + 3(p − 1) − j) + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c;
t2f = (j − 3(p− 1)− 1) + 3bm3 c − 3f − 1 dengan bm6 c+ 1 ≤ f ≤ bm3 c − 1;
t3f = (j − 3(p − 1) − 1) + 3f − 2 dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c − 1;
t4f = (1 + 3(p− 1)− j) + 3bm3 c − 3f + 1 dengan bm6 c+ 1 ≤ f ≤ bm3 c − 1;
tbm
3
c = j dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c; tbm3 c = m− j dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m− 1;
tbm
3
c = m− j−1 dengan j = bm2 c+1; 1 ≤ p ≤ bm3 c, 3(p−1)+1 ≤ j ≤ 3p.
d = (1, t51, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, 0); t
5
f = 1 + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c;
t6f = 3bm3 c − 3f − 2 dengan bm6 c+ 1 ≤ f ≤ bm3 c − 1.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−1
3
+m−1
3
+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari mn−1
3
+ m−1
3
+ 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari ΠS adalah |ΠS| = mn−13 + m−13 + 1. Akan tetapi, ΠS belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi
partisi bintang dari graf Cm .δ Pn yaitu spd(Cm .δ Pn) ≤ mn−13 + m−13 + 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cm .δ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi
harus sebuah graf bintang K1,n; 1 ≤ n ≤ 2 sehingga dapat ditunjukkan
bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas |ΠS| = mn−13 + m−13 , maka pasti
terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang
K1,n; 1 ≤ n ≤ 2. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu
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kelas partisi ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Cm). Tanpa mengurangi
keumuman, misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−1
3
+m−1
3
}maka terdapat kelas
partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu Smn−1
3
+m−1
3
= {yj,1|l =
m−1
3
, 3(l− 1) + 1 ≤ j ≤ 3l}∪ {ym,1}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan
kardinalitas |ΠS| = mn−13 + m−13 bukan merupakan partisi pembeda bintang.
Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf Cm .δ Pn
yaitu spd(Cm .δ Pn) ≥ mn−13 + m−13 + 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintangmn−1
3
+ m−1
3
+1 ≤ spd(Cm.δPn) ≤ mn−13 + m−13 +1, maka dimensi
partisi bintang spd(Cm .δ Pn) = mn−13 +
m−1
3
+ 1 untuk n ≡ 1(mod 3) dan
m ≡ 1(mod 3).
3. Untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 2(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−1
3
+m−2
3
+1} dengan:
Sn−1
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n−13 , 3(k − 1) + 2 ≤ i ≤ 3k + 1, 1 ≤ j ≤ m}
Smn−1
3
+l = {yj,1|1 ≤ l ≤ m−23 , 3(l − 1) + 1 ≤ j ≤ 3l}
Smn−1
3
+m−2
3
+1 = {ym−1,1, ym,1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn−1
3
(j−1)+k, Smn−1
3
+l mengin-
duksi sebuah graf bintang K1,2 dan Smn−1
3
+m−2
3
+1 merupakan kelas partisi
yang menginduksi graf bintang K1,1. Maka dapat ditunjukkan representasi
setiap simpul v ∈ V (Cm .δ Pn) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi
diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Cm .δ Pn untuk
n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 2(mod 3), sebagai berikut:
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m gasal sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (aj−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbn
3
c−k, cm−j, d); us = i − 3s − 1,
tr = 3r − (i − 2), 1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bn3 c − k, 1 ≤ k ≤ bn3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ i ≤ 3k + 1, 1 ≤ j ≤ m dengan m gasal.
a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 ,
v1, ..., vbn
3
c−1); z1s = s + i − 1 dan vl = z1s + 3l dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1
dan 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; z2s = 2bm2 c − s + i + 2 dan wl = z2s + 3l dengan
bm
2
c+ 2 ≤ s ≤ m, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 2 ≤ i ≤ n.
c = (z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
m,
w1, ..., wbn
3
c−1); z1s = s + i − 1 dan vl = z1s + 3l dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; z2s = 2bm2 c − s + i + 2 dan wl = z2s + 3l dengan
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bm
2
c+ 2 ≤ s ≤ m, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 2 ≤ i ≤ n.
d = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+2, tbm6 c+1”, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, i −
1, t11, ..., t
1
bm
6
c, tbm6 c+1, t
2
bm
6
c+2, ..., t
2
bm
3
c−1, tbm3 c); t
1
f = (i−1) +(1 +3(p−1)−
j) + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm
6
c; t2f = (i− 1) + (j− 3(p− 1)− 1) + 3bm3 c− 3f
dengan bm
6
c+ 2 ≤ f ≤ bm
3
c− 1; t3f = (i− 1) + (j − 3(p− 1)− 1) + 3f − 2
dengan 1 ≤ f ≤ bm
6
c; t4f = (i − 1) + (1 + 3(p − 1) − j) + 3bm3 c − 3f + 2
dengan bm
6
c + 2 ≤ f ≤ bm
3
c − 1; tbm
3
c = (i − 1) + j dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c;
tbm
3
c = (i−1)+m−j dengan bm2 c+2 ≤ j ≤ m−1;tbm3 c = (i−1)+m−j−1
dengan j = bm
2
c + 1; tbm
6
c = 3bm6 c + i − 1 dengan j = 3(p − 1) + 1;
tbm
6
c = 3bm6 c+ i dengan j = 3(p− 1) + 2 dan j = 3p; tbm6 c” = 3bm6 c+ i− 1
dengan j = 3p; tbm
6
c” = 3bm6 c + i dengan j = 3(p − 1) + 1 dan
j = 3(p− 1) + 2; 1 ≤ p ≤ bm
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ j ≤ 3p, 2 ≤ i ≤ n.
d = (z1, t51, ..., t
5
bm
6
c−1, tbm6 c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, i − 1); z1 =
(i − 1) + (1 + 3bm
3
c − j) + 2 dengan n − 1 ≤ j ≤ n; t5f = z1 + 3f
dengan 1 ≤ f ≤ bm
6
c − 1; t6f = (i − 1) + (j − bm3 c − 1) + 3bm3 c − 3f − 2
dengan bm
6
c+ 1 ≤ f ≤ bm
3
c − 1; tbm
6
c = 3bml c+ i; 2 ≤ i ≤ n.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m gasal dengan i = 1 sebagai
berikut:
r(yj,1|ΠS) = (aj−1, 1, t1, ..., tbn
3
c−1, cm−j, d); tr = 1 + 3r, 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1,
1 ≤ j ≤ m dengan m gasal.
a = (z2m−1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, ..., z
2
bm
2
c+1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, z
1
bm
2
c, t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, ..., z
1
1 ,
t11, ..., t
1
bn
3
c−1); z
1
l = l + 1 dan t
1
r = z
1
l + 3r dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c,
1 ≤ r ≤ bn
3
c−1; z2l = m−l+1 dan t2r = z2l +3r dengan bm2 c+1 ≤ l ≤ m−1,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, ..., z
1
bm
2
c, t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, z
2
bm
2
c+1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, ..., z
2
m−1,
t21, ..., t
2
bn
3
c−1); z
1
l = l + 1 dan t
1
r = z
1
l + 3r dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c,
1 ≤ r ≤ bn
3
c−1; z2l = m−l+1 dan t2r = z2l +3r dengan bm2 c+1 ≤ l ≤ m−1,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1.
d = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+2, tbm6 c+1”, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, tbm6 c+1, t
2
bm
6
c+2, ...,
t2bm
3
c−1, tbm3 c); t
1
f = (1 + 3(p − 1) − j) + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c;
t2f = (j − 3(p − 1) − 1) + 3bm3 c − 3f dengan bm6 c + 2 ≤ f ≤ bm3 c − 1;
t3f = (j − 3(p − 1) − 1) + 3f − 2 dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c;
t4f = (1 + 3(p− 1)− j) + 3bm3 c − 3f + 2 dengan bm6 c+ 2 ≤ f ≤ bm3 c − 1;
tbm
3
c = j dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c; tbm3 c = m − j dengan
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bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m− 1;tbm
3
c = m− j − 1 dengan j = bm2 c+ 1; tbm6 c = 3bm6 c
dengan j = 3(p − 1) + 1; tbm
6
c = 3bm6 c + 1 dengan j = 3(p − 1) + 2
dan j = 3p; tbm
6
c” = 3bm6 c dengan j = 3p; tbm6 c” = 3bm6 c + 1 dengan
j = 3(p− 1) + 1 dan j = 3(p− 1) + 2; 1 ≤ p ≤ bm
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ j ≤ 3p.
d = (z1, t51, ..., t
5
bm
6
c−1, tbm6 c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, 0); z
1 = (1 + 3bm
3
c − j) + 2
dengan n − 1 ≤ j ≤ n; t5f = z1 + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c − 1;
t6f = (j − bm3 c − 1) + 3bm3 c − 3f − 2 dengan bm6 c + 1 ≤ f ≤ bm3 c − 1;
tbm
6
c = 3bml c+ 1.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m genap sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (aj−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbn
3
c−k, cm−j, d); us = i − 3s − 1,
tr = 3r − (i − 2), 1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bn3 c − k, 1 ≤ k ≤ bn3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ i ≤ 3k + 1, 1 ≤ j ≤ m dengan m genap.
a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 ,
v1, ..., vbn
3
c−1); z1s = s + i − 1 dan vl = z1s + 3l dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1
dan 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; z2s = 2bm2 c − s + i + 1 dan wl = z2s + 3l dengan
bm
2
c+ 2 ≤ s ≤ m, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 2 ≤ i ≤ n.
c = (z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
m,
w1, ..., wbn
3
c−1); z1s = s + i − 1 dan vl = z1s + 3l dengan 2 ≤ s ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; z2s = 2bm2 c − s + i + 1 dan wl = z2s + 3l dengan
bm
2
c+ 2 ≤ s ≤ m, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 2 ≤ i ≤ n.
d = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, i − 1, t11, ..., t1bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1f = (i − 1) + (1 + 3(p − 1) − j) + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c;
t2f = (i−1)+(j−3(p−1)−1)+3bm3 c−3f dengan bm6 c+1 ≤ f ≤ bm3 c−1;
t3f = (i − 1) + (j − 3(p − 1) − 1) + 3f − 2 dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c;
t4f = (i−1)+(1+3(p−1)−j)+3bm3 c−3f+2 dengan bm6 c+1 ≤ f ≤ bm3 c−1;
tbm
3
c = (i − 1) + j dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c − 1; tbm3 c = (i − 1) + m − j − 1
dengan bm
2
c ≤ j ≤ m− 1; 1 ≤ p ≤ bm
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ j ≤ 3p, 2 ≤ i ≤ n.
d = (z1, t51, ..., t
5
bm
6
c−1, , t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, i−1); z1 = (i−1)+(1+3bm3 c−j)+2
dengan n − 1 ≤ j ≤ n; t5f = z1 + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c − 1;
t6f = (i− 1) + (j−bm3 c− 1) + 3bm3 c− 3f − 2 dengan bm6 c ≤ f ≤ bm3 c− 1;
2 ≤ i ≤ n.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m genap dengan i = 1 sebagai
109
berikut:
r(yj,1|ΠS) = (aj−1, 1, t1, ..., tbn
3
c−1, cm−j, d); tr = 1 + 3r, 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1,
1 ≤ j ≤ m dengan m genap.
a = (z2m−1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, ..., z
2
bm
2
c+1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, z
1
bm
2
c, t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, ..., z
1
1 ,
t11, ..., t
1
bn
3
c−1); z
1
l = l + 1 dan t
1
r = z
1
l + 3r dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c,
1 ≤ r ≤ bn
3
c−1; z2l = m−l+1 dan t2r = z2l +3r dengan bm2 c+1 ≤ l ≤ m−1,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, ..., z
1
bm
2
c, t
1
1, ..., t
1
bn
3
c−1, z
2
bm
2
c+1, t
2
1, ..., t
2
bn
3
c−1, ..., z
2
m−1,
t21, ..., t
2
bn
3
c−1); z
1
l = l + 1 dan t
1
r = z
1
l + 3r dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c,
1 ≤ r ≤ bn
3
c−1; z2l = m−l+1 dan t2r = z2l +3r dengan bm2 c+1 ≤ l ≤ m−1,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1.
d = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1); t
1
f =
(1+3(p−1)−j)+3f dengan 1 ≤ f ≤ bm
6
c; t2f = (j−3(p−1)−1)+3bm3 c−3f
dengan bm
6
c + 1 ≤ f ≤ bm
3
c − 1; t3f = (j − 3(p − 1) − 1) + 3f − 2
dengan 1 ≤ f ≤ bm
6
c; t4f = (1 + 3(p − 1) − j) + 3bm3 c − 3f + 2 dengan
bm
6
c+1 ≤ f ≤ bm
3
c−1; tbm
3
c = j dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c−1; tbm3 c = m−j−1
dengan bm
2
c ≤ j ≤ m− 1; 1 ≤ p ≤ bm
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ j ≤ 3p.
d = (z1, t51, ..., t
5
bm
6
c−1, , t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, 0); z
1 = (1 + 3bm
3
c − j) + 2
dengan n − 1 ≤ j ≤ n; t5f = z1 + 3f dengan 1 ≤ f ≤ bm6 c − 1;
t6f = (j − bm3 c − 1) + 3bm3 c − 3f − 2 dengan bm6 c ≤ f ≤ bm3 c − 1.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−1
3
+m−2
3
+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari mn−1
3
+ m−2
3
+ 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari ΠS adalah |ΠS| = mn−13 + m−23 + 1. Akan tetapi, ΠS belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi
partisi bintang dari graf Cm .δ Pn yaitu spd(Cm .δ Pn) ≤ mn−13 + m−23 + 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cm .δ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai
kardinalitas |ΠS| = mn−13 + m−23 , maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas
partisi yang tidak menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul
dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Cm).
Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−1
3
+m−2
3
}
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maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu
Smn−1
3
+m−2
3
= {yj,1|l = m−23 , 3(l − 1) + 1 ≤ j ≤ 3l} ∪ {ym−1,1, ym,1}.
Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = mn−13 + m−23
bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas
bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf Cm .δ Pn yaitu spd(Cm .δ Pn) ≥
mn−1
3
+ m−2
3
+ 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintangmn−1
3
+ m−2
3
+1 ≤ spd(Cm.δPn) ≤ mn−13 + m−23 +1, maka dimensi
partisi bintang spd(Cm .δ Pn) = mn−13 +
m−2
3
+ 1 untuk n ≡ 1(mod 3) dan
m ≡ 2(mod 3).
Kasus 3: Untuk n ≡ 2(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf Cm .δ Pn dapat dilihat pada Gambar 4.18 (a). Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−2
3
+m} dengan:
Sn−2
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n−23 , 3(k − 1) + 3 ≤ i ≤ 3k + 2, 1 ≤ j ≤ m}
Smn−2
3
+j = {yj,i|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ 2}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn−2
3
(j−1)+k dan Smbn3 c+j menginduksi
sebuah graf bintang K1,n; 1 ≤ n ≤ 2. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap
simpul v ∈ V (Cm .δ Pn) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf Cm .δ Pn untuk n ≡ 2(mod 3), sebagai
berikut:
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m gasal sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (aj−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbn
3
c−k, bm−j, c); us = i − 3s − 2,
tr = 3r − (i − 3), 1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bn3 c − k, 1 ≤ k ≤ bn3 c,
3(k − 1) + 3 ≤ i ≤ 3k + 2, m gasal.
a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 ,
v1, ..., vbn
3
c−1); z1j = j + i dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1 dan 3 ≤ i ≤ n,
z2j = 2bm2 c − j + i + 3 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m dan 1 ≤ i ≤ n, vl = z1j + 3l
dengan 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1, wl = z2j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1.
b = (z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
m,
w1, ..., wbn
3
c−1); z1j = j + i dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1 dan 3 ≤ i ≤ n,
z2j = 2bm2 c − j + i + 3 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m dan 1 ≤ i ≤ n, vl = z1j + 3l
dengan 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1, wl = z2j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1.
c = (t2m, ..., t
2
bm
2
c+2, t
3
bm
2
c+1, ..., t
3
2, i− 2, t32, ..., t3bm
2
c+1, t
2
bm
2
c+2, ..., t
2
m); t
3
j = j+ i− 2
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dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1 dan 1 ≤ i ≤ n, t2j = (i − 1) + (2bm2 c − j + 2) dengan
bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m gasal dengan i = 1 sebagai berikut:
r(yj,1|ΠS) = (a, 2, t1, ..., tbn
3
c−1, z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, z
2
bm
2
c+2,
w1, ..., wbn
3
c−1, ..., z2m, w1, ..., wbn3 c−1, b); tr = 2 + 3r, 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1, z1j = j + 1
dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, z2j = 2bm2 c − j + 3 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m,
vl = z
1
j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, wl = z2j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1. m
gasal.
a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 ,
v1, ..., vbn
3
c−1); z1j = j + 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1, z2j = 2bm2 c − j + 3 dengan
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, vl = z1j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, wl = z2j + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1.
b = (t1m, ..., t
1
bm
2
c+2, t
2
bm
2
c+1, ..., t
2
1︸ ︷︷ ︸
j−1
, 0, t21, ..., t
2
bm
2
c+1, t
1
bm
2
c+2, ..., t
1
m︸ ︷︷ ︸
m−j
); t2j = j − 1
dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1, t1j = 2bm2 c − j + 1 dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m gasal dengan i = 2 sebagai berikut:
r(yj,2|ΠS) = (a, 1, t1, ..., tbn
3
c−1, z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, z
2
bm
2
c+2,
w1, ..., wbn
3
c−1, ..., z2m, w1, ..., wbn3 c−1, b); tr = 1 + 3r, 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1, z1j = j + 2
dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, z2j = 2bm2 c − j + 4 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m,
vl = z
1
j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, wl = z2j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1. m
gasal.
a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, z
1
bm
2
c+1, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 ,
v1, ..., vbn
3
c−1); z1j = j + 2 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1, z2j = 2bm2 c − j + 4 dengan
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, vl = z1j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, wl = z2j + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1.
b = (t1m, ..., t
1
bm
2
c+2, t
2
bm
2
c+1, ..., t
2
1︸ ︷︷ ︸
j−1
, 0, t21, ..., t
2
bm
2
c+1, t
1
bm
2
c+2, ..., t
1
m︸ ︷︷ ︸
m−j
); t2j = j dengan
2 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1, t1j = 2bm2 c − j + 2 dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m genap sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (aj−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbn
3
c−k, bm−j, c); us = i − 3s − 2,
tr = 3r − (i − 3), 1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bn3 c − k, 1 ≤ k ≤ bn3 c,
3(k − 1) + 3 ≤ i ≤ 3k + 2, m genap.
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a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, bm2 c + i +
1, x1, ..., xbn
3
c−1, z1bm
2
c, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 , v1, ..., vbn3 c−1); z
1
j = j + i dengan
2 ≤ j ≤ bm
2
c dan 3 ≤ i ≤ n, z2j = 2bm2 c − j + i + 2 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m
dan 3 ≤ i ≤ n, vl = z1j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, wl = z2j + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1, xh = bm2 c+ 3h+ i+ 1 dengan 1 ≤ h ≤ bn3 c − 1.
b = (z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c, v1, ..., vbn3 c−1, bm2 c + i +
1, x1, ..., xbn
3
c−1, z2bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
m, w1, ..., wbn3 c−1); z
1
j = j + i dengan
2 ≤ j ≤ bm
2
c dan 3 ≤ i ≤ n, z2j = 2bm2 c − j + i + 2 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m
dan 3 ≤ i ≤ n, vl = z1j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, wl = z2j + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1, xh = bm2 c+ 3h+ i+ 1 dengan 1 ≤ h ≤ bn3 c − 1.
c = (t2m, ..., t
2
bm
2
c+2, bm2 c + i − 1, t3bm2 c, ..., t
3
2, i − 2, t32, ..., t3bm
2
c, bm2 c + i −
1, t2bm
2
c+2, ..., t
2
m); t
3
j = j + i − 2 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c dan 3 ≤ i ≤ n,
t2j = (i− 1) + (2bm2 c − j + 3) dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m genap dengan i = 1 sebagai berikut:
r(yj,1|ΠS) = (a, 2, t1, ..., tbn
3
c−1, z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c, v1, ..., vbn3 c−1, bm2 c +
i + 1, x1, ..., xbn
3
c−1, z2bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
m, w1, ..., wbn3 c−1, b); tr = 2 + 3r,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1, z1j = j + 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c, z2j = 2bm2 c − j + 3 dengan
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, vl = z1j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, wl = z2j + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1, m genap.
a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, bm2 c + i +
1, x1, ..., xbn
3
c−1, z1bm
2
c, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 , v1, ..., vbn3 c−1); z
1
j = j + 1 dengan
2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, z2j = 2bm2 c − j + 3 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, vl = z1j + 3l
dengan 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1, wl = z2j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1.
b = (t1m, ..., t
1
bm
2
c+2, b
m
2
c, t2bm
2
c, ..., t
2
1︸ ︷︷ ︸
j−1
, 0, t21, ..., t
2
bm
2
c, b
m
2
c, t1bm
2
c+2, ..., t
1
m︸ ︷︷ ︸
m−j
); t2j = j−1
dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c, t1j = 2bm2 c − j + 1 dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m.
Reprentasi simpul di graf Cm .δ Pn untuk m genap dengan i = 2 sebagai berikut:
r(yj,2|ΠS) = (a, 1, t1, ..., tbn
3
c−1, z12 , v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
bm
2
c, v1, ..., vbn3 c−1, bm2 c +
i + 1, x1, ..., xbn
3
c−1, z2bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
m, w1, ..., wbn3 c−1, b); tr = 1 + 3r,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1, z1j = j + 2 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c, z2j = 2bm2 c − j + 4 dengan
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, vl = z1j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, wl = z2j + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1, m genap.
a = (z2m, w1, ..., wbn3 c−1, ..., z
2
bm
2
c+2, w1, ..., wbn3 c−1, bm2 c + i +
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1, x1, ..., xbn
3
c−1, z1bm
2
c, v1, ..., vbn3 c−1, ..., z
1
2 , v1, ..., vbn3 c−1); z
1
j = j + 2 dengan
2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, z2j = 2bm2 c − j + 4 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, vl = z1j + 3l
dengan 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1, wl = z2j + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1.
b = (t1m, ..., t
1
bm
2
c+2, b
m
2
c, t2bm
2
c, ..., t
2
1︸ ︷︷ ︸
j−1
, 0, t21, ..., t
2
bm
2
c, b
m
2
c, t1bm
2
c+2, ..., t
1
m︸ ︷︷ ︸
m−j
); t2j = j
dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c, t1j = 2bm2 c − j + 2 dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−2
3
+m} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari mn−2
3
+ m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| =
m(n+1
3
). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi
dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Cm .δ Pn yaitu
spd(Cm .δ Pn) ≤ m(n+13 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cm .δ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = m(n+13 ) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Cm .δ Pn). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n+1
3
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sm(n+1
3
)−1 = {yj,i|m − 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ 2}.
Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n+13 ) − 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
pasrtisi bintang dari graf Cm .δ Pn yaitu spd(Cm .δ Pn) ≥ m(n+13 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(n+1
3
) ≤ spd(Cm.δPn) ≤ m(n+13 ), maka dimensi partisi bintang spd(Cm.δPn) =
m(n+1
3
) untuk n ≡ 2(mod 3). Sebagai contoh dapat dilihat pada Gambar 4.18 (b).
Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd(Cm .δ Pn) =
m(n
3
) untuk n ≡ 0(mod 3) dan spd(Cm .δ Pn) = m(n+13 ) untuk n ≡ 2(mod 3)
sehingga pada kedua nilai n tersebut dapat digabungkan sedemikian spd(Cm .δ
Pn) = mdn3 e. Sedangkan spd(Cm .δ Pn) = mn−13 + m3 untuk n ≡ 1(mod 3) dan
m ≡ 0(mod 3), spd(Cm .δ Pn) = mn−13 + m−13 + 1 untuk n ≡ 1(mod 3) dan
m ≡ 1(mod 3) dan spd(Cm .δ Pn) = mn−13 + m−23 + 1 untuk n ≡ 1(mod 3) dan
m ≡ 2(mod 3) dapat ditulis spd(Cm .δ Pn) = mbn3 c+ dm3 e. 2
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Gambar 4.19: (a) Graf Hasil Operasi Comb Cm .∆ Pn, (b) Konstruksi Partisi
pembeda bintang pada graf C8 .∆ P6
Sekarang, kita akan membahas dimensi partisi bintang pada graf Cm .∆ Pn
dengan m,n ∈ Z+ dan salah satu simpul v ∈ Pn yang dilekatkan ke setiap simpul
u ∈ Cm dan simpul v berderajat dua. Untuk m = 2, graf C2 adalah graf lunar atau
graf tidak sederhana yang memiliki sisi ganda dan untuk n = 3, partisi pembeda
bintang ΠS membentuk pola khusus sedemikian sehingga order lingkaran Cm dan
lintasan Pn masing-masing m ≥ 3 dan n ≥ 4. Graf Cm .∆ Pn ditunjukkan pada
Gambar 4.19 (a). Dalam menentukan dimensi partisi bintang suatu graf Cm .∆ Pn,
hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas bawah
dimensi partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn. Dimensi partisi bintang mensyaratkan
partisi pembeda bintang ΠS harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Untuk n = 3, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(Cm .∆
P3) ≥ m(n3 ) = m. Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul di
V (Cm .∆P3) yakni r(yj,1|ΠS) = r(yj,3|ΠS) untuk 1 ≤ j ≤ m berakibat simpul yj,1
dan yj,3 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi
partisi bintang:
spd(Cm .∆ P3) ≥ (n
3
+ 1) + (
n
3
+ 1) + ...+ (
n
3
+ 1)︸ ︷︷ ︸
m buah
= m(
n
3
+ 1) = 2m
Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(Cm.∆P3) ≥ m(n3 +1) = 2m.
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., S2m} dengan Sj = {yj,1, yj,2|1 ≤ j ≤ m} dan
Sm+j = {yj,3|1 ≤ j ≤ m} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sj mengin-
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duksi sebuah graf bintang K1,1 dan Sm+j merupakan kelas partisi yang memuat
simpul trivial dapat juga disebut graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi
koordinat setiap simpul v ∈ V (Cm .∆ P3) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil
observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Cm .∆ P3 berbeda.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., S2m} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
2m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = 2m. Akan tetapi,
ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas
atas dimensi partisi bintang dari graf Cm .∆ P3 yaitu spd(Cm .∆ P3) ≤ 2m.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
2m ≤ spd(Cm .∆ P3) ≤ 2m, maka dimensi partisi bintang spd(Cm .∆ P3) = 2m.
Teorema 4.14. Misalkan Cm adalah graf lingkaran order m dan Pn adalah graf
lintasan order n dengan simpul pelekatan dari Pn yang berderajat dua. Untuk
m ≥ 3 dan n ≥ 4, dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb Cm .∆ Pn
adalah
spd(Cm .∆ Pn) =

mdn
3
e, jika n ≡ 0(mod 3), n ≡ 2(mod 3)
dan n ≡ 1(mod 3), 1 < i < n,
i 6= 1(mod 3)
mbn
3
c+ dm
3
e, jika n ≡ 1(mod 3), 1 < i < n,
i ≡ 1(mod 3)
Bukti: Misalkan graf Cm .∆ Pn memiliki himpunan simpul V (Cm .∆ Pn) =
{yj,i|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Cm .∆ Pn) = {yj,tyj+1,t|1 ≤
j ≤ m−1, i = t, 2 ≤ t ≤ n−1} ∪ {y1,tym,t, i = t, 2 ≤ t ≤ n−1} ∪ {yj,iyj,i+1|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n− 1}.Untuk menunjukkan dimensi partisi bintang graf Cm .∆ Pn
dengan mn buah simpul, maka untuk masing-masing nilai n dibagi menjadi tiga
kasus. Kasus pertama untuk n ≡ 0(mod 3), kasus kedua untuk n ≡ 1(mod 3),
sedangkan kasus ketiga untuk n ≡ 2(mod 3).
Kasus 1: Untuk n ≡ 0(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf Cm .∆ Pn dapat dilihat pada Gambar 4.19 (b). Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n
3
)} dengan:
Sn
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n
3
, 3(k−1)+1 ≤ i ≤ 3k, 1 ≤ j ≤ m, i = t, 2 ≤ t ≤ n−1}
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Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn
3
(j−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Cm .∆ Pn)
berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf Cm .∆ Pn untuk n ≡ 0(mod 3) adalah berbeda. Jadi ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sm(n
3
)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari m(n3 ) kelas
partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = m(n3 ). Akan tetapi, ΠS belum
tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi
partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn yaitu spd(Cm .∆ Pn) ≤ m(n3 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga
dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas |ΠS| = m(n3 ) − 1,
maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi ΠS merupakan
simpul-simpul dari V (Cm .∆ Pn). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sm(n
3
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang yaitu Sm(n
3
)−1 = {ym,i|n3 − 1 ≤ k ≤ n3 , 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k}. Sehingga
diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n3 )−1 bukan merupakan partisi
pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari
graf Cm .∆ Pn yaitu spd(Cm .∆ Pn) ≥ m(n3 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(n
3
) ≤ spd(Cm .∆ Pn) ≤ m(n3 ), maka dimensi partisi bintang spd(Cm .∆ Pn) =
m(n
3
) untuk n ≡ 0(mod 3).
Kasus 2: Untuk n ≡ 1(mod 3) dimana 1 < i < n, i 6= 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+m} dengan:
Sn−1
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n−13 , 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k, 1 ≤ j ≤ m, i = t, 2 ≤
t ≤ n− 1}
Sn−1
3
m+j = {yj,n|1 ≤ j ≤ m, i = t, 2 ≤ t ≤ n − 1} Dengan dilihat
bahwa simpul-simpul pada Sn
3
(j−1)+k menginduksi sebuah graf bintang K1,2 dan
Sn−1
3
m+j merupakan kelas partisi singleton yang memuat sebuah graf trivial dapat
disebut juga graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul
v ∈ V (Cm .∆ Pn) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi
setiap simpul-simpul dari graf Cm .∆ Pn untuk n ≡ 1(mod 3) adalah berbeda. Jadi
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+m} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
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m(n−1
3
)+m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = m(n−13 )+m.
Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat diten-
tukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn yaitu spd(Cm .∆ Pn) ≤
m(n+2
3
).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga
dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas |ΠS| = m(n+23 ) − 1,
maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi ΠS merupakan
simpul-simpul dari V (Cm .∆ Pn). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sm(n+2
3
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang yaitu Sm(n+2
3
)−1 = {ym,i|k = n−13 , 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k} ∪ {ym,n}.
Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n+23 ) − 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn yaitu spd(Cm .∆ Pn) ≥ m(n+23 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(n+1
3
) ≤ spd(Cm .∆ Pn) ≤ m(n+23 ), maka dimensi partisi bintang spd(Cm .∆
Pn) = m(
n+2
3
) untuk n ≡ 1(mod 3) dimana 1 < i < n, i 6= 1(mod 3).
Kasus 3: Untuk n ≡ 1(mod 3) dimana 1 < i < n, i ≡ 1(mod 3)
Simpul-simpul di graf Cm .∆ Pn dibedakan menjadi simpul daun (pendant)
merupakan simpul-simpul subgraf Pn dan simpul dalam merupakan simpul-simpul
di subgraf lingkaran Cm. Untuk n ≡ 1(mod 3), kelas partisi di simpul daun
(pendant) terpisah dengan kelas partisi di simpul dalam sehingga terdapat tiga kasus
untuk nilai m yaitu pertama untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 0(mod 3), kedua
untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3), sedangkan untuk n ≡ 1(mod 3) dan
m ≡ 2(mod 3).
1. Untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 0(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−1
3
+m
3
} dengan:
Sl(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ l, 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k, 1 ≤
j ≤ m}
Sml+(bn
3
c−l)(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ bn3 c− l, 1 ≤ l ≤ bn3 c−1, 3l+ 3(k−1) +
2 ≤ i ≤ 3l + 3k + 1, 1 ≤ j ≤ m}
Smbn
3
c+f = {yj,t|1 ≤ f ≤ m3 , 3(f − 1) + 1 ≤ j ≤ 3f, i = t = 3l+ 1, 1 ≤ l ≤
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bn
3
c − 1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sl(j−1)+k, Sml+(bn
3
c−l)(j−1)+k
dan Smbn
3
c+f menginduksi sebuah graf bintang K1,2. Maka dapat ditun-
jukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Cm .∆ Pn) berbeda terhadap
ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari
graf Cm .∆ Pn untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 0(mod 3). Jadi ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+m
3
} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
m(n−1
3
) + m
3
kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| =
m(n−1
3
)+m
3
. Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum.
Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn
yaitu spd(Cm .∆ Pn) ≤ m(n−13 ) + m3 .
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi
harus sebuah graf bintang K1,2 sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS
mempunyai kardinalitas |ΠS| = m(n−13 ) + m3 − 1, maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang K1,2. Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan simpul-
simpul dari V (Cm .∆ Pn). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+m
3
−1}maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaitu Sm(n−1
3
)+m
3
−1 = {yj,t|m3 −1 ≤ f ≤ m3 , 3(f−1)+1 ≤
j ≤ 3f, i = t = 3l + 1, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1}. Sehingga diperoleh bahwa
ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n−13 ) + m3 − 1 bukan merupakan partisi
pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang
dari graf Cm .∆ Pn yaitu spd(Cm .∆ Pn) ≥ m(n−13 ) + m3 .
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang m(n−1
3
) + m
3
≤ spd(Cm .∆ Pn) ≤ m(n−13 ) + m3 , maka dimensi
partisi bintang spd(Cm .∆ Pn) = m(n−13 ) +
m
3
untuk n ≡ 1(mod 3) dan
m ≡ 0(mod 3).
2. Untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+m−1
3
+1} dengan:
Sl(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ l, 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k, 1 ≤
j ≤ m}
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Sml+(bn
3
c−l)(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ bn3 c− l, 1 ≤ l ≤ bn3 c−1, 3l+ 3(k−1) +
2 ≤ i ≤ 3l + 3k + 1, 1 ≤ j ≤ m}
Smbn
3
c+f = {yj,t|1 ≤ f ≤ m−13 , 3(f − 1) + 1 ≤ j ≤ 3f, i = t = 3l + 1, 1 ≤
l ≤ bn
3
c − 1}
Smbn
3
c+m−1
3
+1 = {ym,t|i = t = 3l + 1, 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sl(j−1)+k, Sml+(bn
3
c−l)(j−1)+k dan
Smbn
3
c+f menginduksi sebuah graf bintangK1,2 dan Smbn
3
c+m−1
3
+1 merupakan
kelas partisi singleton yang memuat sebuah graf trivial dapat disebut juga graf
bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Cm.∆Pn)
berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap
simpul-simpul dari graf Cm .∆ Pn untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3).
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+m−1
3
+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari mn−1
3
+ m−1
3
+ 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari
ΠS adalah |ΠS| = m(n−13 ) + m−13 + 1. Akan tetapi, ΠS belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi
partisi bintang dari graf Cm .∆Pn yaitu spd(Cm .∆Pn) ≤ m(n−13 )+ m−13 +1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang K1,n, 1 ≤ n ≤ 2, sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika
ΠS mempunyai kardinalitas |ΠS| = m(n−13 )+m−13 , maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang K1,n, 1 ≤ n ≤ 2.
Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan
simpul-simpul dari V (Cm). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+m−1
3
} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaitu Sm(n−1
3
)+m−1
3
= {yj,t|f = m−13 , 3(f − 1) + 1 ≤ j ≤
3f, i = t = 3l+1, 1 ≤ l ≤ bn
3
c−1}∪{ym,t|i = t = 3l+1, 1 ≤ l ≤ bn3 c−1}.
Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n−13 ) + m−13
bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas
bawah dimensi partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn yaitu spd(Cm .∆ Pn) ≥
m(n−1
3
) + m−1
3
+ 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang m(n−1
3
) + m−1
3
+ 1 ≤ spd(Cm .∆ Pn) ≤ m(n−13 ) + m−13 + 1,
maka dimensi partisi bintang spd(Cm .∆ Pn) = m(n−13 ) +
m−1
3
+ 1 untuk
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n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 0(mod 3).
3. Untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 2(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+m−2
3
+1} dengan:
Sl(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ l, 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k, 1 ≤
j ≤ m}
Sml+(bn
3
c−l)(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ bn3 c− l, 1 ≤ l ≤ bn3 c−1, 3l+ 3(k−1) +
2 ≤ i ≤ 3l + 3k + 1, 1 ≤ j ≤ m}
Smbn
3
c+f = {yj,t|1 ≤ f ≤ m−23 , 3(f − 1) + 1 ≤ j ≤ 3f, i = t = 3l + 1, 1 ≤
l ≤ bn
3
c − 1}
Smbn
3
c+m−2
3
+1 = {ym−1,t, ym,t|i = t = 3l + 1, 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sl(j−1)+k, Sml+(bn
3
c−l)(j−1)+k dan
Smbn
3
c+f menginduksi sebuah graf bintang K1,2 dan Smbn
3
c+m−2
3
+1 mengin-
duksi sebuah graf bintang K1,1. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap
simpul v ∈ V (Cm.∆Pn) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari grafCm.∆Pn untuk n ≡ 1(mod 3) dan
m ≡ 1(mod 3). Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+m−2
3
+1} adalah partisi
pembeda bintang yang terdiri dari m(n−1
3
) + m−2
3
+ 1 kelas partisi. Sehingga
kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = m(n−13 ) + m−23 + 1. Akan tetapi, ΠS
belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas
atas dimensi partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn yaitu spd(Cm .∆ Pn) ≤
m(n−1
3
) + m−2
3
+ 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang K1,n, 1 ≤ n ≤ 2, sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika
ΠS mempunyai kardinalitas |ΠS| = m(n−13 )+m−23 , maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang K1,n, 1 ≤ n ≤ 2.
Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan
simpul-simpul dari V (Cm .∆ Pn). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+m−2
3
} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sm(n−1
3
)+m−2
3
= {yj,t|f = m−13 , 3(f−1)+1 ≤
j ≤ 3f, i = t = 3l + 1, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1} ∪ {ym−1,t, ym,t|i = t =
3l + 1, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas
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|ΠS| = m(n−13 ) + m−13 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat
ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf Cm .∆ Pn yaitu
spd(Cm .∆ Pn) ≥ m(n−13 ) + m−23 + 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang m(n−1
3
) + m−2
3
+ 1 ≤ spd(Cm .∆ Pn) ≤ m(n−13 ) + m−23 + 1,
maka dimensi partisi bintang spd(Cm .∆ Pn) = m(n−13 ) +
m−2
3
+ 1 untuk
n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 0(mod 3).
Kasus 4: Untuk n ≡ 2(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−2
3
)+m} dengan:
Sn−2
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n−23 , 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k, 1 ≤ j ≤ m}
Smn−2
3
+j = {yj,i|1 ≤ j ≤ m,n− 1 ≤ i ≤ n}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn−2
3
(j−1)+k dan Smbn3 c+j menginduksi
sebuah graf bintang K1,n, 1 ≤ n ≤ 2. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap
simpul v ∈ V (Cm .∆ Pn) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf Cm .∆ Pn untuk n ≡ 2(mod 3). Jadi
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−2
3
)+m} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
m(n−2
3
) + m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = m(n−23 +
1). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn yaitu spd(Cm .∆
Pn) ≤ m(n+13 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cm .∆ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = m(n+13 ) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Cm .∆ Pn). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n+1
3
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sm(n+1
3
)−1 = {ym,i|k = n−23 , 3(k − 1) + 1 ≤
i ≤ 3k} ∪ {ym,i|n − 1 ≤ i ≤ n}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardi-
nalitas |ΠS| = m(n+13 ) − 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf Cm .∆ Pn yaitu
spd(Cm .∆Pn) ≥ m(n+13 ). Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah
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dimensi partisi bintang m(n+1
3
) ≤ spd(Cm .∆Pn) ≤ m(n+13 ), maka dimensi partisi
bintang spd(Cm .∆ Pn) = m(n+13 ) untuk n ≡ 2(mod 3).
Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd(Cm.∆Pn) =
m(n
3
) untuk n ≡ 0(mod 3), spd(Cm .∆ Pn) = m(n−13 + 1) untuk n ≡ 1(mod 3),
1 < i < n, i 6= 1(mod 3) dan spd(Cm .∆ Pn) = m(n−23 + 1) untuk n ≡ 2(mod 3)
sehingga pada ketiga nilai n tersebut dapat digabungkan sedemikian spd(Cm .∆
Pn) = mdn3 e. Sedangkan spd(Cm .∆ Pn) = mn−13 + m3 untuk n ≡ 1(mod 3), 1 <
i < n, i ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 0(mod 3), spd(Cm .∆Pn) = mn−13 + m−13 +1 untuk
n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3) dan spd(Cm .∆ Pn) = mn−13 + m−23 + 1 untuk
n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 2(mod 3) dapat ditulis spd(Cm .∆ Pn) = mbn3 c+ dm3 e. 2
4.2.2 Dimensi Partisi Bintang Graf Lintasan Comb Graf Lingkaran
Graf hasil operasi comb antara graf lintasan Pn dengan graf lingkaran Cm
dihasilkan dari menduplikat graf lingkaran Cm sebanyak n simpul di graf lintasan
Pn dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf Cm pada setiap simpul graf Pn,
maka dapat dikatakan bahwa graf Pn . Cm merupakan graf yang terdiri dari n kali
Lingkaran Cm. Sehingga graf Pn . Cm memiliki himpunan simpul V (Pn . Cm) =
{yi,j|1 ≤ j ≤ m 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Pn . Cm) = {yi,1yi+1,1|1 ≤
i ≤ n − 1} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ j ≤ m − 1, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi,myi,1|1 ≤ i ≤ n}.
Graf Pn . Cm memiliki nm buah simpul dan mn + n − 1 buah sisi. Graf Pn . Cm
ditunjukkan pada Gambar 4.3.
Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf Pn .Cm dengan m,n ∈
Z+. Untuk n = 1, graf P1 merupakan graf trivial maka graf hasil operasi comb
P1 .Cm isomorfik dengan lingkaran Cm dan untuk m ≤ 4 graf Pn .Cm membentuk
pola khusus sedemikian sehingga order dari Pn dan Cm adalah n ≥ 2 dan m ≥ 5.
Dalam menentukan dimensi partisi bintang graf Pn . Cm, hal pertama yang harus
dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf
Pn . Cm. Dimensi partisi bintang mensyaratkan semua himpunan simpul elemen
ΠS harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Untuk m = 3, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(Pn .
Cm) ≥ n(m3 ). Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul di
V (Pn . Cm) yakni r(yi,2|ΠS) = r(yi,3) untuk 1 ≤ i ≤ n berakibat simpul yi,2
dan yi,3 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi
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partisi bintang:
spd(Pn . Cm) ≥ (m
3
+ 1) + (
m
3
+ 1) + ...+ (
m
3
+ 1)︸ ︷︷ ︸
nbuah
= n(
m
3
+ 1)
Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(Pn . Cm) ≥ n(m3 + 1).
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
+1)} dengan Si = {yi,1, yi,2|1 ≤ i ≤ n} dan Sn+i =
{yi,3|1 ≤ i ≤ n} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Si menginduksi sebuah
graf bintang K1,1 dan Sn+i merupakan kelas partisi singleton yang memuat sebuah
simpul trivial yang juga disebut graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi
setiap simpul v ∈ V (Pn . Cm) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn . Cm untuk m = 3 berbeda. Jadi
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
+1)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
n(m
3
+ 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = n(m3 + 1).
Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat diten-
tukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Pn . Cm yaitu spd(Pn . Cm) ≤
n(m
3
+ 1). Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(m
3
+ 1) ≤ spd(Pn . Cm) ≤ n(m3 + 1), maka dimensi partisi bintang
spd(Pn . Cm) = n(
m
3
+ 1) untuk m = 3.
Untuk m = 4, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(Pn .
Cm) ≥ n(m−13 ). Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul di
V (Pn . Cm) yakni r(yi,2|ΠS) = r(yi,4) untuk 1 ≤ i ≤ n berakibat simpul yi,2
dan yi,4 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi
partisi bintang:
spd(Pn.Cm) ≥ (m− 1
3
+ 1) + (
m− 1
3
+ 1) + ...+ (
m− 1
3
+ 1)︸ ︷︷ ︸
n buah
= n(
m− 1
3
+1)
Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(Pn . Cm) ≥ n(m−13 + 1).
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
+1)} dengan Si = {yi,1, yi,2, yi,3|1 ≤ i ≤ n} dan
Sn+i = {yi,4|1 ≤ i ≤ n} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn+i
menginduksi sebuah graf bintang K1,1 dan Sn+i merupakan kelas partisi singleton
yang memuat sebuah simpul trivial yang juga disebut graf bintang. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Pn . Cm) berbeda terhadap ΠS . Dari
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Gambar 4.20: Konstruksi Partisi Pembeda Bintang graf P4 . C12
hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn .Cm untuk
m = 4 berbeda. Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
+1)} adalah partisi pembeda
bintang yang terdiri dari n(m−1
3
+ 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS
adalah |ΠS| = n(m−13 + 1). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Pn.Cm
yaitu spd(Pn . Cm) ≤ n(m−13 + 1). Dengan demikian, diperoleh batas atas dan
batas bawah dimensi partisi bintang n(m−1
3
+ 1) ≤ spd(Pn . Cm) ≤ n(m−13 + 1),
maka dimensi partisi bintang spd(Pn . Cm) = n(m−13 + 1) untuk m = 4.
Teorema 4.15. Diberikan dua graf terhubung Pn dan Cm dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan m ≥ 5 dan n ≥ 2, maka dimensi partisi bintang graf
hasil operasi comb Pn . Cm adalah
spd(Pn . Cm) =
{
ndm
3
e, jika m ≡ 0(mod 3), m ≡ 2(mod 3)
nbm
3
c+ dn
3
e, jika m ≡ 1(mod 3)
Bukti: Misalkan graf Pn .Cm memiliki himpunan simpul V (Pn .Cm) = {yi,j|1 ≤
j ≤ m 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Pn . Cm) = {yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤ n −
1} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ j ≤ m − 1, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi,myi,1|1 ≤ i ≤ n}. Untuk
menunjukkan dimensi partisi bintang graf Pn . Cm dengan mn buah simpul, maka
untuk masing-masing nilai m dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama jika m ≡
0(mod 3), kasus kedua jika m ≡ 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga jika m ≡
2(mod 3).
Kasus 1: Untuk m ≡ 0(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf Pn . Cm dapat dilihat pada Gambar 4.20. Misalkan ΠS =
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{S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
)} dengan:
Sm
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m
3
, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤ i ≤ n}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm
3
(i−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Pn . Cm)
berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf Pn . Cm untuk n ≡ 0(mod 3) dan m ≥ 5, sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, tbm3 c, t
3
bm
6
c−1, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, tbm3 c,
t2bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i); t
1
l = (1 + 3(k − 1) − j) + 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k− 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤ l ≤ bm
6
c− 1; t2l = (j− 3(k− 1)− 1) + 3bm3 c− 3l− 2
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, bm
6
c + 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1;
t3l = (j − 3(k − 1) − 1) + 3l − 2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k,
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t4l = (1 + 3(k − 1) − j) + 3bm3 c − 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, bm
6
c + 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; tbm
6
c = 3bm6 c − 2 dengan
j = 3(k−1) + 1 atau j = 3k; tbm
6
c = 3bm6 c−1 dengan j = 3(k−1) + 2; m genap.
c = (z11 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1j = j + (l − 1) dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n;
z1j = m− j + 2 + (l− 1) dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n− i dan 1 ≤ i ≤ n;
t5s = z
1
l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t6s = z1l + 3bm3 c − 3s − 2 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
a = (z2i−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1j = j + (l − 1) dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z1j = m− j + 2 + (l− 1) dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
t5s = z
1
l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t6s = z1l + 3bm3 c − 3s − 2 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
Reprentasi simpul di graf Pn . Cm untuk m gasal sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1,
cn−i); t1l = (1 + 3(k − 1)− j) + 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k,
1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2l = (j − 3(k − 1) − 1) + 3bm3 c − 3l − 2 dengan
1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, bm
6
c + 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1;
t3l = (j − 3(k − 1) − 1) + 3l − 2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k,
1 ≤ l ≤ bm
6
c; t4l = (1 + 3(k − 1) − j) + 3bm3 c − 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; m gasal.
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c = (z11 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1j = j + (l − 1) dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n;
z1j = m− j + 2 + (l− 1) dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n− i dan 1 ≤ i ≤ n;
t5s = z
1
l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t6s = z1l + 3bm3 c − 3s − 2 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
a = (z2i−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1j = j + (l − 1) dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z1j = m− j + 2 + (l− 1) dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
t5s = z
1
l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t6s = z1l + 3bm3 c − 3s − 2 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
dari n(m
3
) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = n(m3 ). Akan
tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan
batas atas dimensi partisi bintang dari graf Pn . Cm yaitu spd(Pn . Cm) ≤ n(m3 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn . Cm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = n(m3 ) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi ΠS
merupakan simpul-simpul dari Pn . Cm. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn( n
m
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi
graf bintang yaitu Sn(m
3
)−1 = {yn,j|m3 − 1 ≤ k ≤ m3 , 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3}.
Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n3 ) − 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf Pn . Cm yaitu spd(Pn . Cm)) ≥ n(m3 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m
3
) ≤ spd(Pn.Cm) ≤ n(m3 ), maka dimensi partisi bintang spd(Pn.Cm) = n(m3 )
untuk m ≡ 0(mod 3).
Kasus 2: Untuk m ≡ 1(mod 3)
Simpul-simpul di graf Cm . Pn dibedakan menjadi simpul daun (pendant)
merupakan simpul-simpul subgraf Cm dan simpul dalam merupakan simpul-simpul
di subgraf lintasan Pn. Untuk m ≡ (mod 3), kelas partisi di simpul daun (pendant)
terpisah dengan kelas partisi di simpul dalam sehingga terdapat tiga kasus untuk
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nilai n yaitu pertama untuk n ≡ 0(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3), kedua untuk n ≡
1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3), sedangkan untuk n ≡ 2(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3).
1. Untuk n ≡ 0(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n
3
}
dengan:
Sm−1
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−13 , 3(k − 1) + 2 ≤ i ≤ 3k + 1, 1 ≤ i ≤ n}
Sn(m−1
3
)+l = {yi,1|1 ≤ l ≤ n3 , 3(l − 1) + 1 ≤ i ≤ 3l}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−1
3
(i−1)+k dan Sn(m−1
3
)+l
menginduksi sebuah graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi
setiap simpul v ∈ V (Pn . Cm) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi
diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn . Cm untuk
n ≡ 0(mod 3), m ≡ 1(mod 3) dan m ≥ 5, sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ...,
t2bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = (2 + 3(k − 1) − j) + 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k−1)+2 ≤ j ≤ 3k+1, 1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2l = (j−3(k−1)−2)+3bm3 c−3l−1
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1;
t3l = (j−3(k−1)−2)+3l−2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k−1)+2 ≤ j ≤ 3k+1,
1 ≤ l ≤ bm
6
c; t4l = (2 + 3(k− 1)− j) + 3bm3 c− 3l+ 1 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; m genap.
c = (z11 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1l = j + 1 + (l− 1) dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 1 ≤ l ≤ n− i dan 1 ≤ i ≤ n;
z1l = m − j + 3 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n − i dan
1 ≤ i ≤ n; t5s = z1l +3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c; t6s = j+3bm3 c−3s−2 dengan
bm
6
+ 1c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, 3 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1 t6s = m− j + 2 + 3bm3 c − 3s− 2
dengan bm
6
+ 1c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
a = (z2i−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1);
z2l = j + 1 + (l− 1) dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z2l = m − j + 3 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i − 1 dan
1 ≤ i ≤ n; t5s = z2l +3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c; t6s = j+3bm3 c−3s−2 dengan
bm
6
+ 1c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, 3 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1 t6s = m− j + 2 + 3bm3 c − 3s− 2
dengan bm
6
+ 1c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
d = (t71, ..., t
7
p−1, tj, t
8
1, ..., t
8
bn
3
c−p); t
8
f = (j − 1) + (1 + 3(p − 1) − i) + 3f
dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p,
2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; t8f = (m − j + 1) + (1 + 3(p − 1) − i) + 3f
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dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p,
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m; tj = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1; tj = m − j + 1
dengan bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m t7f = j+ (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p − 1, 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1;
t7f = (m− j + 2) + (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
Representasi simpul graf Pn . Cm untuk m genap dengan j = 1 sebagai
berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 1, t11, ..., t1bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = 1 + 3l
dengan 1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2l = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c + 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1;
m genap.
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1);
z1l = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z1l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c; t4s = z1l + 3bm3 c − 3s− 3 dengan bm6 c+ 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z21 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
2
i−1, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1);
z2l = i − l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z2l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c; t4s = z2l + 3bm3 c − 3s− 3 dengan bm6 c+ 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (t51, ..., t
5
p−1, tj, t
6
1, ..., t
6
bn
3
c−p); t
6
f = (1 + 3(p − 1) − i) + 3f
dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p;
t5f = (i − 3(p − 1) − 1) + 3(p − f − 1) + 1 dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1.
Representasi simpul graf Pn.Cm untukm gasal sebagai berikut: r(yj,i|ΠS) =
(ai−1, t6bm
3
c−1, ..., t
6
bm
6
c+1, t
5
bm
6
c, t
4
bm
6
c−1, ..., t
4
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c,
t3bm
6
c+1, ..., t
3
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = (2+3(k−1)−j)+3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, 1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t2bm
6
c = 2bm6 c + 2 dengan
j = 3(k − 1) + 2 atau j = 3(k − 1) + 3, 1 ≤ k ≤ bm
3
c; t2bm
6
c = 2bm6 c + 1
dengan j = 3k + 1, 1 ≤ k ≤ bm
3
c; t3l = (j − 3(k − 1)− 2) + 3bm3 c − 3l− 1
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1;
t4l = (j−3(k−1)−2)+3l−2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k−1)+2 ≤ j ≤ 3k+1,
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t5bm
6
c = 2bm6 c+ 1 dengan j = 3(k− 1) + 2, 1 ≤ k ≤ bm3 c;
t5bm
6
c = 2bm6 c + 2 dengan j = 3(k − 1) + 3 atau j = 3k + 1, 1 ≤ k ≤ bm3 c;
t6l = (2 + 3(k − 1) − j) + 3bm3 c − 3l + 1 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
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3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; m gasal.
c = (z11 , t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1);
z1l = j + 1 + (l− 1) dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 1 ≤ l ≤ n− i dan 1 ≤ i ≤ n;
z1l = m − j + 3 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n − i dan
1 ≤ i ≤ n; t7s = z1l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t8s = j + 3bm3 c − 3s− 2
dengan bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c−1, 2 ≤ j ≤ bm
2
c+1 t8s = m−j+2+3bm3 c−3s−2
dengan bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
a = (z2i−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1);
z2l = j + 1 + (l− 1) dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z2l = m − j + 3 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i − 1 dan
1 ≤ i ≤ n; t7s = z2l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t8s = j + 3bm3 c − 3s− 2
dengan bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c−1, 3 ≤ j ≤ bm
2
c+1 t6s = m−j+2+3bm3 c−3s−2
dengan bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
d = (t91, ..., t
9
p−1, tj, t
10
1 , ..., t
10
bn
3
c−p); t
10
f = (j − 1) + (1 + 3(p − 1) − i) + 3f
dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p,
2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; t10f = (m − j + 1) + (1 + 3(p − 1) − i) + 3f
dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p,
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m; tj = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1; tj = m − j + 1
dengan bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m t9f = j+ (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p − 1, 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1;
t9f = (m− j + 2) + (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
Representasi simpul graf Pn . Cm untuk m gasal dengan j = 1 sebagai
berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 1, t11, ..., t1bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = 1 + 3l
dengan 1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t2l = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1;
m gasal.
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z1l = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z1l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = z1l + 3bm3 c − 3s− 3 dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z21 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
2
i−1, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z2l = i − l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z2l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = z2l + 3bm3 c − 3s− 3 dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (t51, ..., t
5
p−1, 0, t
6
1, ..., t
6
bn
3
c−p); t
6
f = (1 + 3(p − 1) − i) + 3f
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dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p;
t5f = (i − 3(p − 1) − 1) + 3(p − f − 1) + 1 dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n
3
} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n(m−1
3
) + n
3
kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah
|ΠS| = n(m−13 ) + n3 . Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
Pn . Cm yaitu spd(Pn . Cm) ≤ n(m−13 ) + n3 .
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .
Cm dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertim-
bangkan bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas
partisi harus sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS
mempunyai kardinalitas |ΠS| = n(m−13 ) + n3 − 1, maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang. Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan simpul-
simpul dari V (Pn . Cm). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n
3
−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaitu Sn(m−1
3
)+n
3
−1 = {yi,1|n3 − 1 ≤ l ≤ n3 , 3(l −
1) + 1 ≤ i ≤ 3l}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas
|ΠS| = mbn3 c + m3 − 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf Pn .Cm yaitu
spd(Pn . Cm) ≥ n(m−13 ) + n3 .
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(m−1
3
) + n
3
≤ spd(Pn . Cm) ≤ n(m−13 ) + n3 , maka dimensi partisi
bintang spd(Pn . Cm) = n(m−13 ) +
n
3
untuk n ≡ 1(mod 3), m ≡ 0(mod 3).
2. Untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−1
3
+1}
dengan:
Sm−1
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−13 , 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, 1 ≤ i ≤ n}
Sn(m−1
3
)+l = {yi,1|1 ≤ l ≤ n−13 , 3(l − 1) + 1 ≤ i ≤ 3l}
Sn(m−1
3
)+n−1
3
+1 = {yn,1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−1
3
(i−1)+k, Sn(m−1
3
)+l mengin-
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duksi sebuah graf bintang K1,2 dan Sn(m−1
3
)+n−1
3
+1 merupakan kelas partisi
singleton yang memuat sebuah simpul trivial yang juga merupakan graf
bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Pn . Cm)
berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi koordinat
setiap simpul-simpul dari graf Pn . Cm untuk n ≡ 1(mod 3), m ≡ 1(mod 3)
dan m ≥ 5, sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ...,
t2bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = (2 + 3(k − 1) − j) + 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k−1)+2 ≤ j ≤ 3k+1, 1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2l = (j−3(k−1)−2)+3bm3 c−3l−1
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1;
t3l = (j−3(k−1)−2)+3l−2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k−1)+2 ≤ j ≤ 3k+1,
1 ≤ l ≤ bm
6
c; t4l = (2 + 3(k− 1)− j) + 3bm3 c− 3l+ 1 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; m genap.
c = (z11 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1l = j + 1 + (l− 1) dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 1 ≤ l ≤ n− i dan 1 ≤ i ≤ n;
z1l = m − j + 3 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n − i dan
1 ≤ i ≤ n; t5s = z1l +3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c; t6s = j+3bm3 c−3s−2 dengan
bm
6
+ 1c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, 3 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1 t6s = m− j + 2 + 3bm3 c − 3s− 2
dengan bm
6
+ 1c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
a = (z2i−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1);
z2l = j + 1 + (l− 1) dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z2l = m − j + 3 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i − 1 dan
1 ≤ i ≤ n; t5s = z2l +3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c; t6s = j+3bm3 c−3s−2 dengan
bm
6
+ 1c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, 3 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1 t6s = m− j + 2 + 3bm3 c − 3s− 2
dengan bm
6
+ 1c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
d = (t71, ..., t
7
p−1, tj, t
8
1, ..., t
8
bn
3
c−p+1); t
8
f = (j − 1) + (1 + 3(p− 1)− i) + 3f
dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1,
2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; t8f = (m − j + 1) + (1 + 3(p − 1) − i) + 3f
dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1,
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m; tj = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1; tj = m − j + 1
dengan bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m t7f = j+ (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p − 1, 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1;
t7f = (m− j + 2) + (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
d = (t91, ..., t
9
bn
3
c, tj); t
9
f = j + 3bn3 c − 3f dengan 1 ≤ f ≤ bn3 c,
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2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; t9f = (m − j + 2) + 3bn3 c − 3f dengan 1 ≤ f ≤ bn3 c,
bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m;i = n
Representasi simpul graf Pn . Cm untuk m genap dengan j = 1 sebagai
berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 1, t11, ..., t1bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = 1 + 3l
dengan 1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2l = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c + 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1;
m genap.
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1);
z1l = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z1l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c; t4s = z1l + 3bm3 c − 3s− 3 dengan bm6 c+ 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z21 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
2
i−1, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1);
z2l = i − l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z2l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c; t4s = z2l + 3bm3 c − 3s− 3 dengan bm6 c+ 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (t51, ..., t
5
p−1, 0, t
6
1, ..., t
6
bn
3
c−p+1); t
6
f = (1 + 3(p − 1) − i) + 3f dengan
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1;
t5f = (i − 3(p − 1) − 1) + 3(p − f − 1) + 1 dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1.
d = (t71, ..., t
7
bn
3
c, 0); t
7
f = 3bn3 c − 3f + 1 dengan 1 ≤ f ≤ bn3 c;i = n
Representasi simpul graf Pn.Cm untukm gasal sebagai berikut: r(yj,i|ΠS) =
(ai−1, t6bm
3
c−1, ..., t
6
bm
6
c+1, t
5
bm
6
c, t
4
bm
6
c−1, ..., t
4
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c,
t3bm
6
c+1, ..., t
3
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = (2+3(k−1)−j)+3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, 1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t2bm
6
c = 2bm6 c + 2 dengan
j = 3(k − 1) + 2 atau j = 3(k − 1) + 3, 1 ≤ k ≤ bm
3
c; t2bm
6
c = 2bm6 c + 1
dengan j = 3k + 1, 1 ≤ k ≤ bm
3
c; t3l = (j − 3(k − 1)− 2) + 3bm3 c − 3l− 1
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1;
t4l = (j−3(k−1)−2)+3l−2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k−1)+2 ≤ j ≤ 3k+1,
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t5bm
6
c = 2bm6 c+ 1 dengan j = 3(k− 1) + 2, 1 ≤ k ≤ bm3 c;
t5bm
6
c = 2bm6 c + 2 dengan j = 3(k − 1) + 3 atau j = 3k + 1, 1 ≤ k ≤ bm3 c;
t6l = (2 + 3(k − 1) − j) + 3bm3 c − 3l + 1 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; m gasal.
c = (z11 , t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1);
z1l = j + 1 + (l− 1) dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 1 ≤ l ≤ n− i dan 1 ≤ i ≤ n;
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z1l = m − j + 3 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n − i dan
1 ≤ i ≤ n; t7s = z1l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t8s = j + 3bm3 c − 3s− 2
dengan bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c−1, 2 ≤ j ≤ bm
2
c+1 t8s = m−j+2+3bm3 c−3s−2
dengan bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
a = (z2i−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1);
z2l = j + 1 + (l− 1) dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z2l = m − j + 3 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i − 1 dan
1 ≤ i ≤ n; t7s = z2l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t8s = j + 3bm3 c − 3s− 2
dengan bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c−1, 3 ≤ j ≤ bm
2
c+1 t6s = m−j+2+3bm3 c−3s−2
dengan bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
d = (t91, ..., t
9
p−1, tj, t
10
1 , ..., t
10
bn
3
c−p+1); t
10
f = (j− 1) + (1 + 3(p− 1)− i) + 3f
dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1,
2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; t10f = (m − j + 1) + (1 + 3(p − 1) − i) + 3f
dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1,
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m; tj = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1; tj = m − j + 1
dengan bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m; t9f = j+ (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p − 1, 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1;
t9f = (m− j + 2) + (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
d = (t111 , ..., t
11
bn
3
c, tj); t
11
f = j + 3bn3 c − 3f dengan 1 ≤ f ≤ bn3 c,
2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; t11f = (m − j + 2) + 3bn3 c − 3f dengan 1 ≤ f ≤ bn3 c,
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m;tj = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1; tj = m − j + 1
dengan bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m;i = n.
Representasi simpul graf Pn . Cm untuk m gasal dengan j = 1 sebagai
berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 1, t11, ..., t1bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = 1 + 3l
dengan 1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t2l = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1;
m gasal.
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z1l = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z1l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = z1l + 3bm3 c − 3s− 3 dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z21 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
2
i−1, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z2l = i − l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z2l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = z2l + 3bm3 c − 3s− 3 dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
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d = (t51, ..., t
5
p−1, 0, t
6
1, ..., t
6
bn
3
c−p+1); t
6
f = (1 + 3(p − 1) − i) + 3f dengan
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1;
t5f = (i − 3(p − 1) − 1) + 3(p − f − 1) + 1 dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1.
d = (t71, ..., t
7
bn
3
c, 0); t
7
f = 3bn3 c − 3f + 1 dengan 1 ≤ f ≤ bn3 c;i = n
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−1
3
+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari n(m−1
3
) + n−1
3
+ 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari ΠS adalah |ΠS| = n(m−13 ) + n−13 + 1. Akan tetapi, ΠS belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi
partisi bintang dari graf Pn . Cm yaitu spd(Pn . Cm) ≤ n(m−13 ) + n−13 + 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn . Cm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai
kardinalitas |ΠS| = n(m−13 ) + n−13 , maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas
partisi yang tidak menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul
dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Pn .Cm).
Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−1
3
}
maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu
Sn(m−1
3
)+n−1
3
= {yi,1|l = n−13 , 3(l − 1) + 1 ≤ i ≤ 3l} ∪ {yn,1}. Sehingga
diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = n(m−13 ) + n−13 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah
dimensi partisi bintang dari graf Pn . Cm yaitu spd(Pn . Cm) ≥ n(m−13 ) +
n−1
3
+ 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(m−1
3
)+ n−1
3
+1 ≤ spd(Pn.Cm) ≤ n(m−13 )+ n−13 +1, maka dimensi
partisi bintang spd(Pn . Cm) = n(m−13 ) +
n−1
3
+ 1 untuk n ≡ 1(mod 3),
m ≡ 1(mod 3).
3. Untuk n ≡ 2(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−2
3
+1}
dengan:
Sm−1
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−13 , 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, 1 ≤ i ≤ n}
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Sn(m−1
3
)+l = {yi,1|1 ≤ l ≤ n−23 , 3(l − 1) + 1 ≤ i ≤ 3l}
Sn(m−1
3
)+n−2
3
+1 = {yn−1,1yn,1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−1
3
(i−1)+k dan Sn(m−1
3
)+l
menginduksi sebuah graf bintang K1,2 dan Sn(m−1
3
)+n−2
3
+1 merupakan kelas
partisi yang menginduksi sebuah graf bintang K1,1. Maka dapat ditunjukkan
representasi setiap simpul v ∈ V (Pn . Cm) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil
observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn . Cm
untuk n ≡ 2(mod 3), m ≡ 1(mod 3) dan m ≥ 5, sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ...,
t2bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = (2 + 3(k − 1) − j) + 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k−1)+2 ≤ j ≤ 3k+1, 1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2l = (j−3(k−1)−2)+3bm3 c−3l−1
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1;
t3l = (j−3(k−1)−2)+3l−2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k−1)+2 ≤ j ≤ 3k+1,
1 ≤ l ≤ bm
6
c; t4l = (2 + 3(k− 1)− j) + 3bm3 c− 3l+ 1 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; m genap.
c = (z11 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1l = j + 1 + (l− 1) dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 1 ≤ l ≤ n− i dan 1 ≤ i ≤ n;
z1l = m − j + 3 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n − i dan
1 ≤ i ≤ n; t5s = z1l +3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c; t6s = j+3bm3 c−3s−2 dengan
bm
6
c+ 1 ≤ s ≤ bm
3
c− 1, 3 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1; t6s = m− j+ 2 + 3bm3 c− 3s− 2
dengan bm
6
c+ 1 ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
a = (z2i−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1);
z2l = j + 1 + (l− 1) dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z2l = m − j + 3 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i − 1 dan
1 ≤ i ≤ n; t5s = z2l +3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c; t6s = j+3bm3 c−3s−2 dengan
bm
6
c+ 1 ≤ s ≤ bm
3
c− 1, 3 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1; t6s = m− j+ 2 + 3bm3 c− 3s− 2
dengan bm
6
c+ 1 ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
d = (t71, ..., t
7
p−1, tj, t
8
1, ..., t
8
bn
3
c−p+1); t
8
f = (j − 1) + (1 + 3(p− 1)− i) + 3f
dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1,
2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; t8f = (m − j + 1) + (1 + 3(p − 1) − i) + 3f
dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1,
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m; tj = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1; tj = m − j + 1
dengan bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m; t7f = j+ (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p − 1, 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1;
t7f = (m− j + 2) + (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
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3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
d = (t91, ..., t
9
bn
3
c, tj); t
9
f = j+(i−3bn3 c−1)+3bn3 c−3f dengan 1 ≤ f ≤ bn3 c,
2 ≤ j ≤ bm
2
c+1, n−1 ≤ i ≤ n; t9f = (m−j+2)+(i−3bn3 c−1)+3bn3 c−3f
dengan 1 ≤ f ≤ bn
3
c, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m, n− 1 ≤ i ≤ n; tj = j − 1 dengan
2 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1; tj = m− j + 1 dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m
Representasi simpul graf Pn . Cm untuk m genap dengan j = 1 sebagai
berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 1, t11, ..., t1bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = 1 + 3l
dengan 1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2l = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c + 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1;
m genap.
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1);
z1l = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z1l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c; t4s = z1l + 3bm3 c − 3s− 3 dengan bm6 c+ 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z21 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
2
i−1, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1);
z2l = i − l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z2l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c; t4s = z2l + 3bm3 c − 3s− 3 dengan bm6 c+ 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (t51, ..., t
5
p−1, 0, t
6
1, ..., t
6
bn
3
c−p+1); t
6
f = (1 + 3(p − 1) − i) + 3f dengan
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1;
t5f = (i − 3(p − 1) − 1) + 3(p − f − 1) + 1 dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1.
d = (t71, ..., t
7
bn
3
c, 0); t
7
f = (i−3bn3 c−1)+3bn3 c−3f+1 dengan 1 ≤ f ≤ bn3 c,
n− 1 ≤ i ≤ n
Representasi simpul graf Pn.Cm untukm gasal sebagai berikut: r(yj,i|ΠS) =
(ai−1, t6bm
3
c−1, ..., t
6
bm
6
c+1, t
5
bm
6
c, t
4
bm
6
c−1, ..., t
4
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c,
t3bm
6
c+1, ..., t
3
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = (2+3(k−1)−j)+3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, 1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t2bm
6
c = 2bm6 c + 2 dengan
j = 3(k − 1) + 2 atau j = 3(k − 1) + 3, 1 ≤ k ≤ bm
3
c; t2bm
6
c = 2bm6 c + 1
dengan j = 3k + 1, 1 ≤ k ≤ bm
3
c; t3l = (j − 3(k − 1)− 2) + 3bm3 c − 3l− 1
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1;
t4l = (j−3(k−1)−2)+3l−2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k−1)+2 ≤ j ≤ 3k+1,
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t5bm
6
c = 2bm6 c+ 1 dengan j = 3(k− 1) + 2, 1 ≤ k ≤ bm3 c;
t5bm
6
c = 2bm6 c + 2 dengan j = 3(k − 1) + 3 atau j = 3k + 1, 1 ≤ k ≤ bm3 c;
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t6l = (2 + 3(k − 1) − j) + 3bm3 c − 3l + 1 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; m gasal.
c = (z11 , t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1);
z1l = j + 1 + (l− 1) dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 1 ≤ l ≤ n− i dan 1 ≤ i ≤ n;
z1l = m − j + 3 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n − i dan
1 ≤ i ≤ n; t7s = z1l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t8s = j + 3bm3 c − 3s− 2
dengan bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c−1, 2 ≤ j ≤ bm
2
c+1 t8s = m−j+2+3bm3 c−3s−2
dengan bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
a = (z2i−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1);
z2l = j + 1 + (l− 1) dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, 1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z2l = m − j + 3 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i − 1 dan
1 ≤ i ≤ n; t7s = z2l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t8s = j + 3bm3 c − 3s− 2
dengan bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c−1, 3 ≤ j ≤ bm
2
c+1 t6s = m−j+2+3bm3 c−3s−2
dengan bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
d = (t91, ..., t
9
p−1, tj, t
10
1 , ..., t
10
bn
3
c−p+1); t
10
f = (j− 1) + (1 + 3(p− 1)− i) + 3f
dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1,
2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; t10f = (m − j + 1) + (1 + 3(p − 1) − i) + 3f
dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1,
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m; tj = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1; tj = m − j + 1
dengan bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m; t9f = j+ (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p − 1, 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1;
t9f = (m− j + 2) + (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
d = (t111 , ..., t
11
bn
3
c, tj); t
11
f = (i − 3bn3 c − 1) + j + 3bn3 c − 3f
dengan 1 ≤ f ≤ bn
3
c, 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, n − 1 ≤ i ≤ n;
t11f = (i − 3bn3 c − 1) + (m − j + 2) + 3bn3 c − 3f dengan 1 ≤ f ≤ bn3 c,
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, n − 1 ≤ i ≤ n; tj = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1;
tj = m− j + 1 dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m.
Representasi simpul graf Pn . Cm untuk m gasal dengan j = 1 sebagai
berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 1, t11, ..., t1bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = 1 + 3l
dengan 1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t2l = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1;
m gasal.
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
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z1l = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z1l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = z1l + 3bm3 c − 3s− 3 dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z21 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
2
i−1, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z2l = i − l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z2l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = z2l + 3bm3 c − 3s− 3 dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (t51, ..., t
5
p−1, 0, t
6
1, ..., t
6
bn
3
c−p+1); t
6
f = (1 + 3(p − 1) − i) + 3f dengan
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1;
t5f = (i − 3(p − 1) − 1) + 3(p − f − 1) + 1 dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1.
d = (t71, ..., t
7
bn
3
c, 0); t
7
f = (i−3bn3 c−1)+3bn3 c−3f+1 dengan 1 ≤ f ≤ bn3 c,
n− 1 ≤ i ≤ n.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−2
3
+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari n(m−1
3
) + n−2
3
+ 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari ΠS adalah |ΠS| = n(m−13 ) + n−23 + 1. Akan tetapi, ΠS belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi
partisi bintang dari graf Pn . Cm yaitu spd(Pn . Cm) ≤ n(m−13 ) + n−23 + 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn . Cm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang K1,n; 1 ≤ n ≤ 2 sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika
ΠS mempunyai kardinalitas |ΠS| = n(m−13 )+ n−23 , maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintangK1,n; 1 ≤ n ≤ 2.
Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan
simpul-simpul dari V (Pn . Cm). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−2
3
} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sn(m−1
3
)+n−2
3
= {yi,1|l = n−23 , 3(l − 1) +
1 ≤ i ≤ 3l} ∪ {yn,1}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas
|ΠS| = n(m−13 ) + n−23 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn . Cm yaitu
spd(Pn . Cm) ≥ n(m−13 ) + n−23 + 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(m−1
3
)+ n−2
3
+1 ≤ spd(Pn.Cm) ≤ n(m−13 )+ n−23 +1, maka dimensi
partisi bintang spd(Pn . Cm) = n(m−13 ) +
n−2
3
+ 1 untuk n ≡ 2(mod 3),
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m ≡ 1(mod 3).
Kasus 3: Untuk m ≡ 2(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−2
3
)+n} dengan:
Sm−2
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−23 , 3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2, 1 ≤ i ≤ n}
Sn(m−2
3
)+i = {yi,j|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ 2}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−2
3
(j−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2 dan Sn(m−2
3
)+i menginduksi sebuah graf bintang K1,1. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Pn . Cm) berbeda terhadap ΠS . Dari
hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn .Cm untuk
m ≡ 2(mod 3), sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1,
cn−i, d); t1l = (3+3(k−1)−j)+3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k−1)+3 ≤ j ≤ 3k+2,
1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2l = (j − 3(k − 1) − 3) + 3bm3 c − 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k−1)+3 ≤ j ≤ 3k+2, bm
6
c+1 ≤ l ≤ bm
3
c−1; t3l = (j−3(k−1)−3)+3l−2
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2, 1 ≤ l ≤ bm
6
c;
t4l = (3 + 3(k − 1) − j) + 3bm3 c − 3l + 2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; m genap.
c = (z11 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1l = j + 2 + (l − 1) dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n;
z1l = m − j + 4 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n − i dan
1 ≤ i ≤ n; t5s = z1l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c− 1; t6s = j + 3bm3 c− 3s− 2 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, 3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1 t6s = m− j + 2 + 3bm3 c − 3s− 2 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
a = (z2i−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z2l = j + 2 + (l − 1) dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z2l = m − j + 4 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i − 1 dan
1 ≤ i ≤ n; t5s = z2l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c− 1; t6s = j + 3bm3 c− 3s− 2 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, 3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1 t6s = m− j + 2 + 3bm3 c − 3s− 2 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
d = (z1i−1, ..., z
1
1 , z
3, z21 , ..., z
2
n−i); z
1
l = j + (l − 1) dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n; z1l = m− j + 2 + (l− 1) dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m,
1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n; z2l = j + (l − 1) dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ l ≤ n− i dan 1 ≤ i ≤ n; z2l = m− j + 2 + (l− 1) dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m,
1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; z3 = j − 2, 3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; z3 = m − j + 1,
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bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
Representasi simpul graf Pn . Cm untuk m genap dengan j = 1 sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 2, t11, ..., t1bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = 2 + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t2l = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; m genap.
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z1l = 3 + (l − 1) dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z1l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = 3bm3 c − 3s− 1 dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z2i−1, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z2l = 3 + (l − 1) dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z2l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = 3bm3 c − 3s− 1 dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (z1i−1, ..., z
1
1 , 0, z
2
1 , ..., z
2
n−i); z
1
l = l dengan 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z2l = l dengan 1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n.
Representasi simpul graf Pn . Cm untuk m genap dengan j = 2 sebagai berikut:
r(yi,2|ΠS) = (ai−1, 1, t11, ..., t1bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = 1 + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t2l = 3bm3 c − 3l − 1 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; m genap.
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z1l = 4 + (l − 1) dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z1l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = 3bm3 c − 3s dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z2i−1, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z2l = 4 + (l − 1) dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z2l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = 3bm3 c − 3s dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (z1i−1, ..., z
1
1 , 0, z
2
1 , ..., z
2
n−i); z
1
l = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z2l = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n.
Representasi simpul graf Pn . Cm untuk m gasal sebagai berikut:r(yj,i|ΠS) =
(ai−1, t6bm
3
c−1, ..., t
6
bm
6
c+2, t
5
bm
6
c+1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c+2,
..., t3bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = (3 + 3(k − 1) − j) + 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2bm
6
c+1 = 3bm6 c dengan j = 3(k − 1) + 3,
1 ≤ k ≤ bm
3
c; t2bm
6
c+1 = 3bm6 c + 1 dengan j = 3(k − 1) + 4 atau j = 3k + 2,
1 ≤ k ≤ bm
3
c; t3l = (j − 3(k − 1) − 3) + 3bm3 c − 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k−1)+3 ≤ j ≤ 3k+2, bm
6
c+2 ≤ l ≤ bm
3
c−1; t4l = (j−3(k−1)−3)+3l−2
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2, 1 ≤ l ≤ bm
6
c; t5bm
6
c+1 = 3bm6 c
dengan j = 3k + 2, 1 ≤ k ≤ bm
3
c; t5bm
6
c+1 = 3bm6 c + 1 dengan j = 3(k − 1) + 3
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atau j = 3(k − 1) + 4, 1 ≤ k ≤ bm
3
c; t6l = (3 + 3(k − 1) − j) + 3bm3 c − 3l + 2
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2, bm
6
c + 2 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; m
gasal.
c = (z11 , t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1);
z1l = j + 2 + (l − 1) dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n;
z1l = m − j + 4 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n − i dan
1 ≤ i ≤ n; t7s = z1l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c− 1; t8s = j + 3bm3 c− 3s− 2 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, 3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1 t8s = m− j + 2 + 3bm3 c − 3s− 2 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
a = (z2i−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1);
z2l = j + 2 + (l − 1) dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z2l = m − j + 4 + (l − 1) dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i − 1 dan
1 ≤ i ≤ n; t7s = z2l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c− 1; t8s = j + 3bm3 c− 3s− 2 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, 3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1 t6s = m− j + 2 + 3bm3 c − 3s− 2 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
d = (z1i−1, ..., z
1
1 , z
3, z21 , ..., z
2
n−i); z
1
l = j + (l − 1) dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n; z1l = m− j + 2 + (l− 1) dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m,
1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n; z2l = j + (l − 1) dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ l ≤ n− i dan 1 ≤ i ≤ n; z2l = m− j + 2 + (l− 1) dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m,
1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; z3 = j − 2, 3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; z3 = m − j + 1,
bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m.
Representasi simpul graf Pn . Cm untuk m gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 2, t11, ..., t1bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = 2 + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t2l = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; m genap.
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z1l = 3 + (l − 1) dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z1l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = 3bm3 c − 3s− 1 dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z2i−1, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z2l = 3 + (l − 1) dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z2l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = 3bm3 c − 3s− 1 dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (z1i−1, ..., z
1
1 , 0, z
2
1 , ..., z
2
n−i); z
1
l = l dengan 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z2l = l dengan 1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n.
Representasi simpul graf Pn . Cm untuk m gasal dengan j = 2 sebagai berikut:
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r(yi,2|ΠS) = (ai−1, 1, t11, ..., t1bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = 1 + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t2l = 3bm3 c − 3l − 1 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; m genap.
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z1l = 4 + (l − 1) dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z1l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = 3bm3 c − 3s dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z2i−1, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z2l = 4 + (l − 1) dengan 1 ≤ l ≤ n − i dan 1 ≤ i ≤ n; t3s = z2l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4s = 3bm3 c − 3s dengan bm6 c ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (z1i−1, ..., z
1
1 , 0, z
2
1 , ..., z
2
n−i); z
1
l = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ i − 1 dan 1 ≤ i ≤ n;
z2l = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ i− 1 dan 1 ≤ i ≤ n.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−2
3
)+n} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n(m−2
3
) + n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| =
n(m−2
3
+ 1) = n(m+1
3
). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Pn.Cm
yaitu spd(Pn . Cm) ≤ n(m+13 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn . Cm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = n(m+13 ) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Pn . Cm). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m+1
3
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sn(m+1
3
)−1 = {yi,1yi,m|n − 1 ≤≤ n}. Sehingga
diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = n(m+13 ) − 1 bukan merupakan
partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang
dari graf Pn . Cm yaitu spd(Pn . Cm) ≥ n(m+13 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m+1
3
) ≤ spd(Pn .Cm) ≤ n(m+13 ), maka dimensi partisi bintang spd(Pn .Cm) =
n(m+1
3
) untuk m ≡ 2(mod 3).
Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd(Pn . Cm) =
n(m
3
) untuk m = 3 dan spd(Pn . Cm) = n(m−13 + 1) untuk m = 4 maka dapat
ditulis spd(Pn . Cm) = n(bm3 c+ 1) untuk m ∈ {3, 4}. Selanjutnya untuk spd(Pn .
Cm) = n(
m
3
) untuk m ≡ 0(mod 3) dan m ≥ 5 dan spd(Pn . Cm) = n(m+13 ) untuk
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m ≡ 2(mod 3) danm ≥ 5 sehingga pada kedua nilaim tersebut dapat digabungkan
sedemikian spd(Pn .Cm) = ndm3 e. Sedangkan spd(Pn .Cm) = n(m−13 ) + n3 untuk
m ≡ 1(mod 3), m ≥ 5 dan n ≡ 0(mod 3), spd(Pn . Cm) = n(m−13 ) + n+23 untuk
m ≡ 1(mod 3), m ≥ 5 dan n ≡ 1(mod 3) dan spd(Pn . Cm) = n(m−13 ) + n+13
untuk m ≡ 1(mod 3), m ≥ 5 dan n ≡ 2(mod 3) dapat ditulis spd(Pn . Cm) =
nbm
3
c+ dn
3
e. 2
4.2.3 Dimensi Partisi Bintang Graf Lengkap Comb Graf Lintasan
Graf hasil operasi comb antara graf lengkap Km dengan graf lintasan Pn
dihasilkan dari menduplikat graf lintasan Pn sebanyak m simpul di graf lengkap
Km dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf Pn pada setiap simpul graf
Km, maka dapat dikatakan bahwa graf Km .δ Pn merupakan graf yang terdiri
dari m kali Lintasan Pn. Sehingga graf Km .δ Pn memiliki himpunan simpul
V (Km .δ Pn) = {yj,i|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Km .δ Pn) =
{yj,1yj+k,1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ m− j} ∪ {yj,iyj,i+1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n− 1}.
Graf Km .δ Pn memiliki nm buah simpul dan m
2+2mn−3m
2
buah sisi. Graf Km .δ Pn
ditunjukkan pada Gambar 4.6 (a).
Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi bintang graf Km .δ Pn dengan m,n ∈
Z+. Untuk n = 1, graf P1 merupakan graf trivial maka graf hasil operasi comb
Km .δ P1 isomorfik dengan lingkaran Km dan untuk m = 2, graf K2 isomorfik
dengan lintasan P2 sehingga graf hasil operasi comb K2 .δ Pn isomorfik dengan
P2 .δ Pn sedemikian sehingga order dari lintasan Pn dan graf lengkap Km masing-
masing adalah m ≥ 3 dan n ≥ 2. Dalam menentukan dimensi partisi bintang graf
Km .δ Pn, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan
batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Km .δ Pn. Dimensi partisi bintang
mensyaratkan ΠS harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Teorema 4.16. Diberikan dua graf terhubung Km dan Pn dengan masing-masing
ordernya m dan n dengan m ≥ 3 dan n ≥ 2, maka dimensi partisi bintang graf
hasil operasi comb Km .δ Pn adalah
spd(Km .δ Pn) =
{
mdn
3
e, jika n ≡ 0(mod3) dan n ≡ 2(mod3)
mbn
3
c+ 1, jika n ≡ 1(mod3)
Bukti: Misalkan grafKm.δPn memiliki himpunan simpul V (Km.δPn) = {yj,i|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Km .δ Pn) = {yj,1yj+k,1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤
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Gambar 4.21: (a) Konstruksi Partisi Pembeda Bintang grafK6.δP5, (b) Konstruksi
Partisi Pembeda Bintang graf K6 .δ P4
k ≤ m−j} ∪ {yj,iyj,i+1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n−1}. Untuk menunjukkan dimensi
partisi bintang graf Km .δ Pn dengan mn buah simpul, maka untuk masing-masing
nilai n dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama jika n ≡ 0(mod 3), kasus kedua
jika n ≡ 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga jika n ≡ 2(mod 3).
Kasus 1: Untuk n ≡ 0(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n
3
)} dengan:
Sn
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n
3
, 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k, 1 ≤ j ≤ m}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn
3
(j−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Km .δ Pn)
berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf Km .δ Pn untuk n ≡ 0(mod 3), sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (z, v1, ..., vbn
3
c−1, ..., z, v1, ..., vbn
3
c−1︸ ︷︷ ︸
j−1
, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbn
3
c−k,
z, v1, ..., vbn
3
c−1, ..., z, v1, ..., vbn
3
c−1︸ ︷︷ ︸
m−j
); us = i − 3s dan tr = 3r − (i − 1) dengan
1 ≤ k ≤ bn
3
c, 3k − 1 + 1 ≤ i ≤ 3k, 1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bn
3
c − k; vl = i + 3l
dan z = i dengan 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 1 ≤ j ≤ m.
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Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n
3
)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
dari m(n
3
) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = m(n3 ). Akan
tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan
batas atas dimensi partisi bintang dari graf Km .δ Pn yaitu spd(Km .δ Pn) ≤ m(n3 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Km .δ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = m(n3 ) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Km .δ Pn). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n
3
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sm(n
3
)−1 = {ym,i|n3 − 1 ≤ k ≤ n3 , 3(k − 1) + 1 ≤
i ≤ 3}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n3 )− 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf Km .δ Pn yaitu spd(Km .δ Pn) ≥ m(n3 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang m(n
3
) ≤ spd(Km .δ Pn) ≤ m(n3 ), maka dimensi partisi bintang
spd(Km .δ Pn) = m(
n
3
) untuk n ≡ 0(mod 3).
Kasus 2: Untuk n ≡ 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf Km .δ Pn dapat dilihat pada Gambar 4.21 (b). Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+1} dengan:
Sn−1
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n−13 , 3(k − 1) + 3 ≤ i ≤ 3k + 2, 1 ≤ j ≤ m}
Sm(n−1
3
)+1 = {yj,1|1 ≤ j ≤ m}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn−1
3
(j−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2 dan Sm(n−1
3
+1 menginduksi sebuah graf bintang K1,m−1. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Km .δ Pn) berbeda terhadap ΠS .
Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Km .δ Pn
untuk n ≡ 1(mod 3), sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (z, v1, ..., vbn
3
c−1, ..., z, v1, ..., vbn
3
c−1︸ ︷︷ ︸
j−1
, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbn
3
c−k,
z, v1, ..., vbn
3
c−1, ..., z, v1, ..., vbn
3
c−1︸ ︷︷ ︸
m−j
, z1); us = i − 3s − 1 dan tr = 3r − (i − 2)
dengan 1 ≤ k ≤ bn
3
c, 3k − 1 + 2 ≤ i ≤ 3k + 1, 1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bn
3
c − k;
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vl = i+ 3l + 1 dan z = i+ 1 dan z1 = i− 1 dengan 2 ≤ i ≤ n, 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1;
1 ≤ j ≤ m.
r(yj,1|ΠS) = (2, u1, ..., ubn
3
c−1, ..., 2, u1, ..., ubn
3
c−1︸ ︷︷ ︸
j−1
, 1, t1, ..., tbn
3
c−1,
2, u1, ..., ubn
3
c−1, ..., 2, u1, ..., ubn
3
c−1︸ ︷︷ ︸
m−j
, 0); us = 2 + 3s dan tr = 3r + 1 dengan 1 ≤
s ≤ bn
3
c − 1, 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1; 1 ≤ j ≤ m.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+1} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari m(n−1
3
) + 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| =
m(n−1
3
) + 1. Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum.
Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Km .δ Pn yaitu
spd(Km .δ Pn) ≤ m(n−13 ) + 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Km .δ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = m(n−13 ), maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Km .δ Pn). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sm(n−1
3
) = {yj,1|1 ≤ j ≤ m} ∪ {y1,i|2 ≤ i ≤
4}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n−13 ) bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
pasrtisi bintang dari graf Km .δ Pn yaitu spd(Km .δ Pn) ≥ m(n−13 ) + 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(n−1
3
) + 1 ≤ spd(Km .δ Pn) ≤ m(n−13 ) + 1, maka dimensi partisi bintang
spd(Km .δ Pn) = m(
n−1
3
) + 1 untuk n ≡ 1(mod 3).
Kasus 3: Untuk n ≡ 2(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf Km .δ Pn dapat dilihat pada Gambar 4.21 (a). Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−2
3
)+m} dengan:
Sn−2
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n−23 , 3(k − 1) + 3 ≤ i ≤ 3k + 2, 1 ≤ j ≤ m}
Sm(n−2
3
)+j = {yj,i|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ 2}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn−2
3
(j−1)+k menginduksi sebuah graf
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bintang K1,2 dan Sm(n−2
3
+j menginduksi sebuah graf bintang K1,1. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Km .δ Pn) berbeda terhadap ΠS .
Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Km .δ Pn
untuk n ≡ 2(mod 3), sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (z, v1, ..., vbn
3
c−1, ..., z, v1, ..., vbn
3
c−1︸ ︷︷ ︸
j−1
, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbn
3
c−k,
z, v1, ..., vbn
3
c−1, ..., z, v1, ..., vbn
3
c−1︸ ︷︷ ︸
m−j
, z2, ..., z2︸ ︷︷ ︸
j−1
, z1, z2, ..., z2︸ ︷︷ ︸
m−j
); us = i − 3s − 2 dan
tr = 3r − (i− 3) dengan 1 ≤ k ≤ bn3 c, 3k − 1 + 3 ≤ i ≤ 3k + 2, 1 ≤ s ≤ k − 1,
1 ≤ r ≤ bn
3
c − k; vl = i + 3l + 2, z = i + 2, z1 = i − 2 dan z2 = i dengan
3 ≤ i ≤ n, 1 ≤ l ≤ bn
3
c − 1; 1 ≤ j ≤ m.
r(yj,1|ΠS) = (3, u1, ..., ubn
3
c−1, ..., 3, u1, ..., ubn
3
c−1︸ ︷︷ ︸
j−1
, 2, t1, ..., tbn
3
c−1,
3, u1, ..., ubn
3
c−1, ..., 3, u1, ..., ubn
3
c−1︸ ︷︷ ︸
m−j
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j
); us = 3+3s dan tr = 3r+2
dengan 1 ≤ s ≤ bn
3
c − 1, 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1; 1 ≤ j ≤ m.
r(yj,2|ΠS) = (4, u1, ..., ubn
3
c−1, ..., 4, u1, ..., ubn
3
c−1︸ ︷︷ ︸
j−1
, 1, t1, ..., tbn
3
c−1,
4, u1, ..., ubn
3
c−1, ..., 4, u1, ..., ubn
3
c−1︸ ︷︷ ︸
m−j
, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
j−1
, 0, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
m−j
); us = 4+3s dan tr = 3r+1
dengan 1 ≤ s ≤ bn
3
c − 1, 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1; 1 ≤ j ≤ m.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−2
3
)+m} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari m(n+1
3
) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| =
m(n+1
3
). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Km .δ Pn yaitu spd(Km .δ
Pn) ≤ m(n+13 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Km .δ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = m(n+13 )) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Km .δ Pn). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−2
3
+1)−1}maka terdapat kelas partisi yang tidak
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menginduksi graf bintang yaitu Sm(n+1
3
)−1 = {yj,i|m − 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ 2}.
Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n+13 ) − 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
pasrtisi bintang dari graf Km .δ Pn yaitu spd(Km .δ Pn) ≥ m(n+13 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(n+1
3
) ≤ spd(Km .δ Pn) ≤ m(n+13 ), maka dimensi partisi bintang spd(Km .δ
Pn) = m(
n+1
3
) untuk n ≡ 2(mod 3).
Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd(Km .δPn) =
m(n
3
) untuk n ≡ 0(mod 3) dan spd(Km .δ Pn) = m(n+13 ) untuk n ≡ 2(mod 3)
sehingga pada kedua nilai n tersebut dapat digabungkan sedemikian spd(Km .δ
Pn) = mdn3 e. Sedangkan spd(Km .δ Pn) = mbn3 c+ 1 untuk n ≡ 1(mod 3). 2
Sekarang, kita akan membahas dimensi partisi bintang pada graf Km .∆ Pn
dengan m,n ∈ Z+ dan salah satu simpul v ∈ Pn yang dilekatkan ke setiap simpul
u ∈ Km dan simpul v mempunyai derajat sama dengan dua. Untuk n = 2, graf P2
merupakan lintasan P2 dan setiap simpulnya tidak berderajat dua dan untuk m = 2,
graf K2 isomorfik dengan lintasan P2 sehingga graf hasil operasi comb K2 .∆ Pn
isomorfik dengan P2 .∆ Pn dan untuk n = 3, partisi pembeda bintang membentuk
pola khusus sedemikian sehingga order dari lintasan Pn dan graf lengkap Km
masing-masing adalah m ≥ 3 dan n ≥ 4. Graf Km .∆ Pn ditunjukkan pada
Gambar 4.22 (a). Dalam menentukan dimensi partisi bintang suatu graf Km .∆ Pn,
hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas bawah
dimensi partisi bintang dari graf Km .∆ Pn. Dimensi partisi bintang mensyaratkan
partisi pembeda bintang ΠS harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Untuk n = 3, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(Km .∆
P3) ≥ m(n3 ) = m. Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul di
V (Km.∆P3) yakni r(yj,1|ΠS) = r(yj,3|ΠS) untuk 1 ≤ j ≤ m berakibat simpul yj,1
dan yj,3 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi
partisi bintang:
spd(|ΠS) ≥ (n
3
+ 1) + (
n
3
+ 1) + ...+ (
n
3
+ 1)︸ ︷︷ ︸
m buah
= m(
n
3
+ 1) = 2m
Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(Km.∆P3) ≥ m(n3 +1) = 2m.
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., S2m} dengan Sj = {yj,1, yj,2|1 ≤ j ≤ m} dan
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Gambar 4.22: (a) Graf Hasil Operasi Comb Km .∆ Pn, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Bintang K8 .∆ P6
Sm+j = {yj,3|1 ≤ j ≤ m} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sj mengin-
duksi sebuah graf bintang K1,1 dan Sm+j merupakan kelas partisi yang memuat
simpul trivial dapat juga disebut graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi
koordinat setiap simpul v ∈ V (Km .∆ P3) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil
observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Km .∆ P3 berbeda.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., S2m} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
2m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = 2m. Akan tetapi,
ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas
atas dimensi partisi bintang dari graf Km .∆ P3 yaitu spd(Km .∆ P3) ≤ 2m.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
2m ≤ spd(Km .∆ P3) ≤ 2m, maka dimensi partisi bintang spd(Km .∆ P3) = 2m.
Teorema 4.17. Misalkan Km adalah graf lengkap order m dan Pn adalah graf
lintasan order n dengan simpul pelekatan dari Pn yang berderajat dua. Untuk
m ≥ 3 dan n ≥ 4, dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb Km .∆ Pn
adalah
spd(Km .∆ Pn) =

mdn
3
e, jika n ≡ 0(mod 3), n ≡ 2(mod 3)
dan n ≡ 1(mod 3), 1 < i < n,
i 6= 1(mod 3)
mbn
3
c+ 1, jika n ≡ 1(mod 3), 1 < i < n,
i ≡ 1(mod 3)
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Bukti: Misalkan graf Km .∆ Pn memiliki himpunan simpul V (Km .∆ Pn) =
{yj,i|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Km .∆ Pn) = {yj,tyj+k,t|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ k ≤ m − j, i = t, 2 ≤ t ≤ n − 1} ∪ {yj,iyj,i+1|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤
n − 1}. Untuk menunjukkan dimensi partisi bintang graf Km .∆ Pn dengan mn
buah simpul, maka untuk masing-masing nilai n dibagi menjadi tiga kasus. Kasus
pertama untuk n ≡ 0(mod 3), kasus kedua untuk n ≡ 1(mod 3), sedangkan kasus
ketiga untuk n ≡ 2(mod 3).
Kasus 1: Untuk n ≡ 0(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf Km .∆ Pn dapat dilihat pada Gambar 4.22 (b). Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n
3
)} dengan:
Sn
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n
3
, 3(k−1)+1 ≤ i ≤ 3k, 1 ≤ j ≤ m, i = t, 2 ≤ t ≤ n−1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn
3
(j−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Km .∆Pn)
berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf Km .∆ Pn untuk n ≡ 0(mod 3) adalah berbeda. Jadi ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sm(n
3
)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari m(n3 ) kelas
partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = m(n3 ). Akan tetapi, ΠS belum
tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi
partisi bintang dari graf Km .∆ Pn yaitu spd(Km .∆ Pn) ≤ m(n3 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Km .∆ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga
dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas |ΠS| = m(n3 ) − 1,
maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi ΠS merupakan
simpul-simpul dari V (Km .∆ Pn). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sm(n
3
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang yaitu Sm(n
3
)−1 = {ym,i|n3 − 1 ≤ k ≤ n3 , 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k}. Sehingga
diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n3 )−1 bukan merupakan partisi
pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari
graf Km .∆ Pn yaitu spd(Km .∆ Pn) ≥ m(n3 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
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m(n
3
) ≤ spd(Km .∆ Pn) ≤ m(n3 ), maka dimensi partisi bintang spd(Km .∆ Pn) =
m(n
3
) untuk n ≡ 0(mod 3).
Kasus 2: Untuk n ≡ 1(mod 3) dimana 1 < i < n, i 6= 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+m} dengan:
Sn−1
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n−13 , 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k, 1 ≤ j ≤ m, i = t, 2 ≤
t ≤ n− 1}
Sn−1
3
m+j = {yj,n|1 ≤ j ≤ m, i = t, 2 ≤ t ≤ n − 1} Dengan dilihat
bahwa simpul-simpul pada Sn
3
(j−1)+k menginduksi sebuah graf bintang K1,2 dan
Sn−1
3
m+j merupakan kelas partisi singleton yang memuat sebuah simpul trivial
dapat disebut juga graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul
v ∈ V (Km .∆Pn) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi
setiap simpul-simpul dari graf Km .∆ Pn untuk n ≡ 1(mod 3) adalah berbeda. Jadi
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1
3
)+m} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
m(n−1
3
)+m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = m(n−13 )+m.
Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat diten-
tukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Km .∆Pn yaitu spd(Km .∆Pn) ≤
m(n+2
3
).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Km .∆ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga
dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas |ΠS| = m(n3 ) − 1,
maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi ΠS merupakan
simpul-simpul dari V (Km .∆ Pn). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sm(n+2
3
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang yaitu Sm(n+2
3
)−1 = {ym,i|k = n−13 , 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k} ∪ {ym,n}.
Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n+23 ) − 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf Km .∆ Pn yaitu spd(Km .∆ Pn) ≥ m(n+23 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(n+1
3
) ≤ spd(Cm .∆ Pn) ≤ m(n+23 ), maka dimensi partisi bintang spd(Cm .∆
Pn) = m(
n+2
3
) untuk n ≡ 1(mod 3) dimana i1 < i < n, i 6= 1(mod 3).
Kasus 3: Untuk n ≡ 1(mod 3) dimana 1 < i < n, i ≡ 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
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pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−1
3
+1} dengan:
Sl(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ l, 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k, 1 ≤ j ≤ m}
Sml+(bn
3
c−l)(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ bn3 c − l, 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, 3l + 3(k − 1) + 2 ≤
i ≤ 3l + 3k + 1, 1 ≤ j ≤ m}
Smbn
3
c+1 = {yj,t|1 ≤ j ≤M, i = t = 3l + 1, 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sl(j−1)+k dan Sml+(bn
3
c−l)(j−1)+k mengin-
duksi sebuah graf bintang K1,2 dan Smbn
3
c+f menginduksi sebuah graf bintang
K1,m.Dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Km .∆ Pn) berbeda
terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari
graf Km .∆ Pn untuk n ≡ 1(mod 3). Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−1
3
+1} adalah
partisi pembeda bintang yang terdiri dari mn−1
3
+ 1 kelas partisi. Sehingga kardi-
nalitas dari ΠS adalah |ΠS| = mn−13 + 1. Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai
kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari
graf Km .∆ Pn yaitu spd(Km .∆ Pn) ≤ mn−13 + 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Km .∆ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = mn−13 , maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Km .∆ Pn). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−1
3
} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Smn−1
3
= {yj,t|1 ≤ j ≤ m, i = t = 3l + 1, 1 ≤
l ≤ bn
3
c − 1} ∪ {ym,i|k = l, 1 ≤ l ≤ bn3 c − 1, 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k}. Sehingga
diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = mn−13 bukan merupakan partisi
pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari
graf Km .∆ Pn yaitu spd(Km .∆ Pn) ≥ mn−13 + 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
mn−1
3
+ 1 ≤ spd(Km .∆ Pn) ≤ mn−13 + 1, maka dimensi partisi bintang
spd(Km.∆Pn) = m
n−1
3
+1 untuk n ≡ 1(mod 3) dimana 1 < i < n, i = 1(mod 3).
Kasus 4: Untuk n ≡ 2(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−2
3
+m} dengan:
Sn−2
3
(j−1)+k = {yj,i|1 ≤ k ≤ n−23 , 3(k − 1) + 1 ≤ i ≤ 3k, 1 ≤ j ≤ m}
Smn−2
3
+j = {yj,i|1 ≤ j ≤ m,n− 1 ≤ i ≤ n}
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Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn−2
3
(j−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2 dan Smbn
3
c+j menginduksi sebuah graf bintang K1,1. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Km .∆ Pn) berbeda terhadap ΠS .
Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari grafKm .∆Pn
untuk n ≡ 2(mod 3). Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Smn−2
3
+m} adalah partisi pembeda
bintang yang terdiri dari mn−2
3
+ m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS
adalah |ΠS| = m(n−23 + 1). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardi-
nalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
Km .∆ Pn yaitu spd(Km .∆ Pn) ≤ m(n+13 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Km .∆ Pn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = m(n−23 + 1)− 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Km .∆ Pn). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−2
3
+1)−1}maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sm(n−2
3
+1)−1 = {ym,i|k = n−23 , 3(k − 1) + 1 ≤
i ≤ 3k} ∪ {ym,i|n − 1 ≤ i ≤ n}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardi-
nalitas |ΠS| = m(n−23 + 1) − 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Km .∆ Pn yaitu
spd(Km .∆ Pn) ≥ m(n−23 + 1). Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas
bawah dimensi partisi bintang m(n−2
3
+ 1) ≤ spd(Km .∆ Pn) ≤ m(n−23 + 1), maka
dimensi partisi bintang spd(Km .∆ Pn) = m(n−23 + 1) untuk n ≡ 2(mod 3).
Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd(Km.∆Pn) =
m(n
3
) untuk n ≡ 0(mod 3), spd(Km .∆ Pn) = m(n−13 + 1) untuk n ≡ 2(mod 3)
dimana 1 < i < n, i 6= 1(mod 3) dan spd(Km .∆ Pn) = m(n−23 + 1) untuk
n ≡ 2(mod 3) sehingga pada ketiga nilai n tersebut dapat digabungkan sedemikian
spd(Km .∆ Pn) = mdn3 e. Sedangkan spd(Km .∆ Pn) = mn−13 + 1 untuk n ≡
1(mod 3) dimana 1 < i < n, i ≡ 1(mod 3) dapat ditulis spd(Km .∆ Pn) =
mbn
3
c+ 1. 2
4.2.4 Dimensi Partisi Bintang Graf Lintasan Comb Graf Lengkap
Graf hasil operasi comb antara graf lintasan Pn dengan graf lengkap Km
dihasilkan dari menduplikat graf lengkap Km sebanyak n simpul di graf lintasan
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Gambar 4.23: Konstruksi Partisi Pembeda Bintang graf P6 . K6
Pn dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf Km pada setiap simpul graf
Pn, maka dapat dikatakan bahwa graf Pn . Km merupakan graf yang terdiri dari
n kali graf lengkap Km. Sehingga graf Pn . Km memiliki himpunan simpul
V (Pn . Km) = {yi,j|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Pn . Km) =
{yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {yi,jyi,j+k|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ m− j}.
Graf Pn .Km memiliki nm buah simpul dan m
2n−mn+2n−2
2
buah sisi. Graf Pn .Km
ditunjukkan pada Gambar 4.8.
Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi bintang graf Pn . Km dengan m,n ∈
Z+. Untuk n = 1, graf P1 merupakan graf trivial maka graf hasil operasi comb
P1 . Km isomorfik dengan lingkaran Km dan untuk m = 2, graf K2 isomorfik
dengan lintasan P2 sehingga graf hasil operasi comb Pn . K2 isomorfik dengan
Pn . P2 sedemikian sehingga order dari lintasan Pn dan graf lengkap Km masing-
masing adalah m ≥ 3 dan n ≥ 2. Dalam menentukan dimensi partisi bintang
graf Pn . Km, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan
batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn . Km. Dimensi partisi bintang
mensyaratkan ΠS harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Teorema 4.18. Diberikan dua graf terhubung Pn dan Km dengan masing-masing
ordernya m dan n dengan m ≥ 3 dan n ≥ 2, maka dimensi partisi bintang dari
graf hasil operasi comb Pn . Km adalah spd(Pn . Km) = n(m− 1)
Bukti: Misalkan graf Pn . Km memiliki himpunan simpul V (Pn . Km) =
{yi,j|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Pn . Km) = {yi,1yi+1,1|1 ≤
i ≤ n − 1} ∪ {yi,jyi,j+k|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ m − j}. Untuk
menunjukkan dimensi partisi bintang graf Pn . Km dengan mn buah simpul, maka
pertama menentukan batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan
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mengkonstruksi partisi pembeda bintang graf Pn . Km dapat dilihat pada Gambar
4.23. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1)} dengan:
S(m−1)(i−1)+j−1 = {yi,j|1 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ m}
S(m−1)i−m+2 = {yi,1|1 ≤ i ≤ n}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sj dimana (m − 1)(i − 1) + 2 ≤ j ≤
(m − 1)i, 1 ≤ i ≤ n merupakan kelas partisi singleton yang berisi sebuah simpul
trivial yang juga merupakan graf bintang, sedangkan Sj = {yi,1, yi,2|1 ≤ i ≤ n}
merupakan kelas partisi yang menginduksi graf bintang K1,1. Maka dapat ditun-
jukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Pn .Km) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil
observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn . Km) untuk
n ≥ 2 dan m ≥ 3, sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (z11 , z11 + 1, ..., z11 + 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, ..., z1i−1, z
1
i−1 + 1, ..., z
1
i−1 + 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j
,
z21 , z
2
1 + 1, ..., z
2
1 + 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, ..., z2n−i, z
2
n−i + 1, ..., z
2
n−i + 1︸ ︷︷ ︸
m−2
); z1l = 2 + (l − 1) dengan
1 ≤ l ≤ i − 1, 1 ≤ i ≤ n; z2l = 2 + (l − 1) dengan 1 ≤ l ≤ n − i, 1 ≤ i ≤ n;
2 ≤ j ≤ m.
r(yi,1|ΠS) = (z31 , z31 + 1, ..., z31 + 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, ..., z3i−1, z
3
i−1 + 1, ..., z
3
i−1 + 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, z41 ,
z41 + 1, ..., z
4
1 + 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, ..., z4n−i, z
4
n−i + 1, ..., z
4
n−i + 1︸ ︷︷ ︸
m−2
); z3l = 1 + (l − 1) dengan
1 ≤ l ≤ i− 1, 1 ≤ i ≤ n; z4l = 1 + (l − 1) dengan 1 ≤ l ≤ n− i, 1 ≤ i ≤ n.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
dari n(m − 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = n(m −
1). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Pn.Km yaitu spd(Pn.Km) ≤
n(m− 1).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn . Km
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = n(m − 1) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Pn . Km). Tanpa mengurangi keumuman,
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misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1)−1} maka ada dua kasus yaitu
a. Jika sebarang simpul u, v ∈ V (Pn . Km) dengan u, v tepat pada subgraf Km
maka berdasarkan Lemma 2.2 terdapat paling sedikit dua simpul memiliki
representasi simpul terhadap ΠS yang sama. Misalkan kelas partisi S2 =
{y1,3, y1,4}, maka simpul y1,3 dan y1,4 memiliki jarak yang sama ke semua
simpul di V (Pn .Km)−{y1,3, y1,4} atau dapat ditulis d(y1,3, w) = d(y1,4, w)
dimana w ∈ V (Pn . Km) − {y1,3, y1,4} berakibat r(y1,3|ΠS) = r(y1,4|ΠS).
Jadi ΠS dengan |ΠS| = n(m − 1) − 1 bukan merupakan partisi pembeda
bintang walaupun kelas partisi S2 menginduksi graf bintang.
b. Jika kita ambil kelas partisi Sn(m−1)(n−2)+1 = {yn−1,2}, Sn(m−1)(n−1)+1 =
{yn,2}, S(m−1)(n−1)−m+2 = {yn−1,1} dan S(m−1)n−m+2 = {yn,1} digabung
menjadi satu partisi S ′ dan dapat dilihat bahwa kelas partisi S ′ tidak mengin-
duksi sebuah graf bintang maka ΠS bukan merupakan partisi pembeda
bintang walaupun kelas partisi S ′ memiliki representasi simpul terhadap ΠS
berdeda.
Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = n(m− 1)− 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
pasrtisi bintang dari graf Pn . Km yaitu spd(Pn . Km) ≥ n(m− 1).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m − 1) ≤ spd(Pn . Km) ≤ n(m − 1), maka dimensi partisi bintang spd(Pn .
Km) = n(m− 1) untuk m ≥ 3 dan n ≥ 2. 2
4.2.5 Dimensi Partisi Bintang Graf Lengkap Comb Graf Lengkap
Graf hasil operasi comb antara graf lengkap Kn dengan graf lengkap Km
dihasilkan dari menduplikat graf lengkapKm sebanyak n simpul di graf lengkapKn
dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf Km pada setiap simpul graf Kn,
maka dapat dikatakan bahwa graf Kn . Km merupakan graf yang terdiri dari n kali
Lengkap Km. Sehingga graf Kn . Km memiliki himpunan simpul V (Kn . Km) =
{yi,j|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Kn . Km) = {yi,1yi+k,1|1 ≤
i ≤ n, 1 ≤ k ≤ n − i} ∪ {yi,jyi,j+l|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ m − j}.
Graf Kn . Km memiliki nm buah simpul dan n
2+m2−n−m
2
buah sisi. Graf Kn . Km
ditunjukkan pada Gambar 4.10 (a).
Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi bintang graf Kn . Km dengan m,n ∈
Z+. Untukm = 2, grafK2 isomorfik dengan lintasan P2 sehingga graf hasil operasi
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comb Kn . K2 isomorfik dengan Kn . P2 dan untuk n = 2, graf K2 isomorfik
dengan lintasan P2 sehingga graf hasil operasi comb K2 . Km isomorfik dengan
P2 . Km sedemikian sehingga order dari graf lengkap Kn dan graf lengkap Km
masing-masing adalah m ≥ 3 dan n ≥ 3. Dalam menentukan dimensi partisi
bintang graf Kn . Km, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas
atas dan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Kn . Km. Dimensi partisi
bintang mensyaratkan ΠS harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Teorema 4.19. Diberikan dua graf terhubung Kn dan Km dengan masing-masing
ordernya m dan n dengan m ≥ 3 dan n ≥ 3, maka dimensi partisi bintang dari
graf hasil operasi comb Kn . Km adalah spd(Kn . Km) = n(m− 1)
Bukti: Misalkan grafKn.Km memiliki himpunan simpul V (Kn.Km) = {yi,j|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Kn . Km) = {yi,1yi+k,1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤
k ≤ n − i} ∪ {yi,jyi,j+l|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ m − j}. Untuk menun-
jukkan dimensi partisi bintang grafKn.Km denganmn buah simpul, maka pertama
menentukan batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkon-
struksi partisi pembeda bintang graf Kn . Km dapat dilihat pada Gambar 4.24.
Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1)} dengan:
S(m−1)(i−1)+j−1 = {yi,j|1 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ m}
S(m−1)i−m+2 = {yi,1|1 ≤ i ≤ n}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S(m−1)(i−1)+j−1 dimana 2 ≤ j ≤ m dan
1 ≤ i ≤ n merupakan kelas partisi singleton yang berisi sebuah simpul trivial yang
juga merupkan graf bintang, sedangkan Sj = {yi,1, yi,2|1 ≤ i ≤ n} merupakan
kelas partisi yang menginduksi graf bintang K1,1. Maka dapat ditunjukkan repre-
sentasi setiap simpul v ∈ V (Kn . Km) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi
diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Kn . Km) untuk n ≥ 3 dan
m ≥ 3, sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (2, 3, ..., 3︸ ︷︷ ︸
m−2
, ..., 2, 3, ..., 3︸ ︷︷ ︸
m−2︸ ︷︷ ︸
i−1
, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
j−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−j
, 2, 3, ..., 3︸ ︷︷ ︸
m−2
, ..., 2, 3, ..., 3︸ ︷︷ ︸
m−2︸ ︷︷ ︸
n−i
);
1 ≤ i ≤ n dan 2 ≤ j ≤ m.
r(yi,1|ΠS) = (1, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
m−2
, ..., 1, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
m−2︸ ︷︷ ︸
i−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, 1, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
m−2
, ..., 1, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
m−2︸ ︷︷ ︸
n−i
); 1 ≤ i ≤ n.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
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Gambar 4.24: Konstruksi Partisi Pembeda Bintang Graf K6 . K6
dari n(m − 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = n(m −
1). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Kn . Km yaitu spd(Kn .
Km) ≤ n(m− 1).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Kn . Km
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = n(m − 1) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Kn . Km). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1)−1} maka ada dua kasus yaitu
a. Jika sebarang simpul u, v ∈ V (Kn .Km) dengan u, v tepat pada subgraf Km
maka berdasarkan Lemma 2.2 terdapat paling sedikit dua simpul memiliki
representasi simpul terhadap ΠS yang sama. Misalkan kelas partisi S2 =
{y1,3, y1,4}, simpul y1,3 dan y1,4 memiliki jarak yang sama ke semua simpul
di V (Kn .Km)−{y1,3, y1,4} atau dapat ditulis d(y1,3, w) = d(y1,4, w) dimana
w ∈ V (Pn . Km) − {y1,3, y1,4} berakibat r(y1,3|ΠS) = r(y1,4|ΠS). Jadi ΠS
dengan |ΠS| = n(m − 1) − 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang
walaupun kelas partisi S2 menginduksi graf bintang.
b. Jika kita ambil kelas partisi Sn(m−1)(n−2)+1 = {yn−1,2}, Sn(m−1)(n−1)+1 =
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{yn,2}, S(m−1)(n−1)−m+2 = {yn−1,1} dan S(m−1)n−m+2 = {yn,1} digabung
menjadi satu partisi S ′ dan dapat dilihat bahwa kelas partisi S ′ tidak mengin-
duksi sebuah graf bintang maka ΠS bukan merupakan partisi pembeda
bintang walaupun kelas partisi S ′ memiliki representasi simpul terhadap ΠS
berdeda.
Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = n(m− 1)− 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf Kn . Km) yaitu spd(Kn . Km)) ≥ n(m− 1).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m − 1) ≤ spd(Kn . Km) ≤ n(m − 1), maka dimensi partisi bintang spd(Kn .
Km) = n(m− 1) untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3. 2
4.2.6 Dimensi Partisi Bintang Graf Lingkaran Comb Graf Lengkap
Graf hasil opersi comb antara graf lingkaran Cm dengan graf lengkap Kn
dihasilkan dari menduplikat graf lengkap Kn sebanyak m simpul di graf lingkaran
Cm dengan meletakkan salah satu simpul ujung grafKn pada setiap simpul grafCm,
maka dapat dikatakan bahwa graf Cm .Kn merupakan graf yang terdiri dari m kali
graf lengkapKn. Sehingga graf Cm.Kn memiliki himpunan simpul V (Cm.Kn) =
{yj,i|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Cm . Kn) = {yj,1yj+1,1|1 ≤
j ≤ m − 1} ∪ {ym,1y1,1} ∪ {yj,iyj,i+k|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ n − i}.
Graf Cm . Kn memiliki nm buah simpul dan n
2m−mn+2m
2
buah sisi. Graf Cm . Kn
ditunjukkan pada Gambar 4.15 (a).
Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi bintang graf Cm . Kn dengan m,n ∈
Z+. Untuk m = 2, graf C2 merupakan graf yang memiliki sisi ganda sehingga
C2 bukan graf sederhana dan untuk n = 2, graf K2 isomorfik dengan lintasan P2
sehingga graf hasil operasi comb Cm . K2 isomorfik dengan Cm . P2 sedemikian
sehingga order lingkaran dan graf lengkap masing-masing adalahm ≥ 3 dan n ≥ 3.
Dalam menentukan dimensi partisi bintang graf Cm . Kn, hal pertama yang harus
dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
dari graf Cm . Kn. Dimensi partisi bintang mensyaratkan ΠS harus mempunyai
kardinalitas yang minimum.
Teorema 4.20. Diberikan dua graf terhubung Cm dan Kn dengan masing-masing
ordernya m dan n dengan m ≥ 3 dan n ≥ 3, maka dimensi partisi bintang dari
graf hasil operasi comb Cm . Kn adalah spd(Cm . Kn) = m(n− 1).
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Gambar 4.25: Konstruksi Partisi Pembeda Bintang Graf C6 . K6
Bukti: Misalkan graf Cm .Kn memiliki himpunan simpul V (Cm .Kn) = {yj,i|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Cm . Kn) = {yj,1yj+1,1|1 ≤ j ≤
m− 1} ∪ {ym,1y1,1} ∪ {yj,iyj,i+k|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ n− i}. Untuk
menunjukkan dimensi partisi bintang graf Cm . Kn dengan mn buah simpul, maka
pertama menentukan batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan
mengkonstruksi partisi pembeda bintang graf Cm . Kn dapat dilihat pada Gambar
4.25. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1)} dengan:
S(n−1)(j−1)+i−1 = {yj,i|1 ≤ j ≤ m, 2 ≤ i ≤ n}
S(n−1)j−n+2 = {yj,1|1 ≤ j ≤ m}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S(n−1)(j−1)+i−1 dimana 3 ≤ i ≤ n dan
1 ≤ j ≤ m merupakan kelas partisi singleton yang berisi sebuah simpul trivial
yang juga merupakan graf bintang, sedangkan S(n−1)(j−1)+1 ∪ S(n−1)j−n+2 dimana
1 ≤ j ≤ m merupakan kelas partisi yang menginduksi graf bintang K1,1. Maka
dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Cm . Kn) berbeda terhadap
ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf
Cm . Kn) untuk n ≥ 3 dan m ≥ 3, sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (aj−1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i
, cm−j); 1 ≤ j ≤ m dan 2 ≤ i ≤ n, m gasal.
c = (z1, z1 + 1, ..., z1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., zbm
2
c, zbm
2
c + 1, ..., zbm
2
c + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, zbm
2
c+1,
zbm
2
c+1 + 1, ..., zbm
2
c+1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., zm−1, zm−1 + 1, ..., zm−1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
); zl = l + 1 dengan
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1 ≤ l ≤ bm
2
c; zl = m− l + 1 dengan bm2 c+ 1 ≤ l ≤ m− 1.
a = (zm−1, zm−1 + 1, ..., zm−1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., zbm
2
c+1, zbm
2
c+1 + 1, ..., zbm
2
c+1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, zbm
2
c,
zbm
2
c + 1, ..., zbm
2
c + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., z1, z1 + 1, ..., z1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
); zl = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c;
zl = m− l + 1 dengan bm2 c+ 1 ≤ l ≤ m− 1.
Reprentasi simpul di graf Cm . Kn untuk m gasal dengan i = 1 sebagai berikut:
r(yj,1|ΠS) = (aj−1, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, cm−j); 1 ≤ j ≤ m, m gasal.
c = (z1, z1 + 1, ..., z1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., zbm
2
c, zbm
2
c + 1, ..., zbm
2
c + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, zbm
2
c+1,
zbm
2
c+1 + 1, ..., zbm
2
c+1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., zm−1, zm−1 + 1, ..., zm−1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
); zl = l dengan
1 ≤ l ≤ bm
2
c; zl = m− l dengan bm2 c+ 1 ≤ l ≤ m− 1.
a = (zm−1, zm−1 + 1, ..., zm−1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., zbm
2
c+1, zbm
2
c+1 + 1, ..., zbm
2
c+1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, zbm
2
c,
zbm
2
c + 1, ..., zbm
2
c + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., z1, z1 + 1, ..., z1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
); zl = l dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c;
zl = m− l dengan bm2 c+ 1 ≤ l ≤ m− 1.
Reprentasi simpul di graf Cm . Kn untuk m genap sebagai berikut:
r(yj,i|ΠS) = (aj−1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−2
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i
, cm−j); 1 ≤ j ≤ m dan 2 ≤ i ≤ n, m
genap.
c = (z1, z1 + 1, ..., z1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., zbm
2
c, zbm
2
c + 1, ..., zbm
2
c + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, zbm
2
c+1,
zbm
2
c+1 + 1, ..., zbm
2
c+1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., zm−1, zm−1 + 1, ..., zm−1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
); zl = l + 1 dengan
1 ≤ l ≤ bm
2
c; zl = m− l + 1 dengan bm2 c+ 1 ≤ l ≤ m− 1.
a = (zm−1, zm−1 + 1, ..., zm−1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., zbm
2
c+1, zbm
2
c+1 + 1, ..., zbm
2
c+1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, zbm
2
c,
zbm
2
c + 1, ..., zbm
2
c + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., z1, z1 + 1, ..., z1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
); zl = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c;
zl = m− l + 1 dengan bm2 c+ 1 ≤ l ≤ m− 1.
Reprentasi simpul di graf Cm . Kn untuk m genap dengan i = 1 sebagai berikut:
r(yj,1|ΠS) = (aj−1, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m−2
, cm−j); 1 ≤ j ≤ m, m genap.
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c = (z1, z1 + 1, ..., z1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., zbm
2
c, zbm
2
c + 1, ..., zbm
2
c + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, zbm
2
c+1,
zbm
2
c+1 + 1, ..., zbm
2
c+1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., zm−1, zm−1 + 1, ..., zm−1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
); zl = l dengan
1 ≤ l ≤ bm
2
c; zl = m− l dengan bm2 c+ 1 ≤ l ≤ m− 1.
a = (zm−1, zm−1 + 1, ..., zm−1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., zbm
2
c+1, zbm
2
c+1 + 1, ..., zbm
2
c+1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, zbm
2
c,
zbm
2
c + 1, ..., zbm
2
c + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
, ..., z1, z1 + 1, ..., z1 + 1︸ ︷︷ ︸
n−2
); zl = l dengan 1 ≤ l ≤ bm2 c;
zl = m− l dengan bm2 c+ 1 ≤ l ≤ m− 1.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
dari m(n − 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = m(n −
1). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Cm . Kn) yaitu spd(Cm .
Kn) ≤ m(n− 1).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cm . Kn
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = m(n − 1) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi ΠS
merupakan simpul-simpul dari V (Cm) ∪ V (Kn). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sm(n−1)−1} maka ada dua kasus yaitu
a. Jika sebarang simpul u, v ∈ V (Cm . Kn) dengan u, v tepat pada subgraf Kn
maka berdasarkan Lemma 2.2 terdapat paling sedikit dua simpul memiliki
representasi simpul terhadap ΠS yang sama. Misalkan kelas partisi S2 =
{y1,3, y1,4}, simpul y1,3 dan y1,4 memiliki jarak yang sama ke semua simpul
di V (Cm .Kn)−{y1,3, y1,4} atau dapat ditulis d(y1,3, w) = d(y1,4, w) dimana
w ∈ V (Cm . Kn) − {y1,3, y1,4} berakibat r(y1,3|ΠS) = r(y1,4|ΠS). Jadi ΠS
dengan |ΠS| = m(n − 1) − 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang
walaupun kelas partisi S2 menginduksi graf bintang.
b. Jika kita ambil kelas partisi Sm(n−1)(m−2)+1 = {ym−1,2}, Sm(n−1)(m−1)+1 =
{ym,2}, S(n−1)(m−1)−n+2 = {ym−1,1} dan S(n−1)m−n+2 = {ym,1} digabung
menjadi satu partisi S ′ dan dapat dilihat bahwa kelas partisi S ′ tidak mengin-
duksi sebuah graf bintang maka ΠS bukan merupakan partisi pembeda
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bintang walaupun kelas partisi S ′ memiliki representasi simpul terhadap ΠS
berdeda.
Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n− 1)− 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf Cm . Kn yaitu spd(Cm . Kn)) ≥ m(n− 1).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(n − 1) ≤ spd(Cm . Kn) ≤ m(n − 1), maka dimensi partisi bintang spd(Cm .
Kn) = m(n− 1) untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3. 2
4.2.7 Dimensi Partisi Bintang Graf Lintasan Comb Graf Lintasan
Graf hasil operasi comb antara graf lintasan Pn dengan graf lintasan Pm
dihasilkan dari menduplikat graf lintasan Pm sebanyak n simpul di graf lintasan
Pn dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf Pm pada setiap simpul graf
Pn, maka dapat dikatakan bahwa graf Pn .δ Pm merupakan graf yang terdiri
dari n kali Lintasan Pm. Sehingga graf Pn .δ Pm memiliki himpunan simpul
V (Pn .δ Pm) = {yi,j|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Pn .δ Pm) =
{yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤ n−1} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m−1}. Graf Pn .δ Pm
memiliki nm buah simpul dan nm − 1 buah sisi. Graf Pn .δ Pm ditunjukkan pada
Gambar 4.13 (a).
Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi graf Pn .δ Pm dengan m,n ∈ Z+.
Untuk n = 2, graf hasil operasi comb P2 .δ Pm isomrorfik dengan lintasan P2m dan
untuk m = 1, graf P1 adalah graf trivial sehingga graf hasil operasi comb Pn .δ P1
isomrorfik dengan lintasan Pn sedemikian sehingga order lintasan Pn dan lintasan
Pm masing-masing adalah n ≥ 3 dan m ≥ 2. Dalam menentukan dimensi partisi
bintang graf Pn .δ Pm, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas
atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Pn .δ Pm. Dimensi partisi bintang
mensyaratkan ΠS harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Teorema 4.21. Diberikan dua graf terhubung Pn dan Pm dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan n ≥ 3 dan m ≥ 2 dengan simpul pelekatan Pm yang
berderajat satu, maka dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb Pn .δ Pm
adalah
spd(Pn .δ Pm) =
{
ndm
3
e, jika m ≡ 0(mod 3) dan m ≡ 2(mod 3)
nbm
3
c+ dn
3
e, jika m ≡ 1(mod 3)
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Gambar 4.26: (a) Konstruksi Partisi Pembeda Graf P6 .δ P5, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Graf P6 .δ P4
Bukti: Misalkan graf Pn.δPm memiliki himpunan simpul V (Pn.δPm) = {yi,j|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Pn .δ Pm) = {yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤
n − 1} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m − 1}. Untuk menunjukkan dimensi
partisi bintang graf Pn .δ Pm dengan mn buah simpul, maka untuk masing-masing
nilai m dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama untuk m ≡ 0(mod 3), kasus
kedua untuk m ≡ 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga untuk m ≡ 2(mod 3).
Kasus 1: Untuk m ≡ 0(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
)} dengan:
Sm
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m
3
, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤ i ≤ n}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm
3
(i−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Pn .δ Pm)
berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf Pn .δ Pm) untuk m ≡ 0(mod 3), sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbm
3
c−k, cn−i); us = j − 3s dan
tr = 3r − (j − 1) dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤ s ≤ k − 1,
1 ≤ r ≤ bm
3
c − k.
c = (z11 , t
1
2, ..., t
1
bm
3
c, ..., z
1
n−i, t
1
2, ..., t
1
bm
3
c); z
1
l = j + (l − 1) dengan 1 ≤ j ≤ m,
1 ≤ l ≤ n− i, 1 ≤ i ≤ n; t1s = z1l + 3s dengan 2 ≤ s ≤ bm3 c.
a = (z(i− 1)2, t32, ..., t3bm
3
c, ..., z
2
1 , t
3
2, ..., t
3
bm
3
c); z
2
l = j + (l− 1) dengan 1 ≤ j ≤ m,
1 ≤ l ≤ i− 1, 1 ≤ i ≤ n; t2s = z2l + 3s dengan 2 ≤ s ≤ bm3 c.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
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dari n(m
3
) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = n(m3 ). Akan
tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan
batas atas dimensi partisi bintang dari graf Pn .δ Pm yaitu spd(Pn .δ Pm) ≤ n(m3 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .δ Pm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = n(m3 ) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Pn .δ Pm). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn( n
m
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sn(m
3
)−1 = {yn,j|m3 − 1 ≤ k ≤ m3 , 3(k − 1) + 1 ≤
j ≤ 3}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n3 )− 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
pasrtisi bintang dari graf Pn .δ Pm yaitu spd(Pn .δ Pm)) ≥ n(m3 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m
3
) ≤ spd(Pn .δ Pm) ≤ n(m3 ), maka dimensi partisi bintang spd(Pn .δ Pm) =
n(m
3
) untuk m ≡ 0(mod 3).
Kasus 2: Untuk m ≡ 1(mod 3)
Simpul-simpul di graf Pn .δ Pm dibedakan menjadi simpul daun (pendant)
merupakan simpul-simpul subgraf Pm dan simpul dalam merupakan simpul-simpul
di subgraf lintasan Pn. Untuk m ≡ 1(mod 3), kelas partisi di simpul daun
(pendant) terpisah dengan kelas partisi di simpul dalam sehingga terdapat tiga kasus
untuk nilai m yaitu pertama untuk n ≡ 0(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3), kedua
untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3), sedangkan untuk n ≡ 2(mod 3) dan
m ≡ 1(mod 3).
1. Untuk n ≡ 0(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang graf Pn .δ Pm dapat dilihat pada Gambar 4.26 (b).
Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n
3
} dengan:
Sm−1
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−13 , 3(k − 1) + 2 ≤ i ≤ 3k + 1, 1 ≤ i ≤ n}
Sn(m−1
3
)+l = {yi,1|1 ≤ l ≤ n3 , 3(l − 1) + 1 ≤ i ≤ 3l}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−1
3
(i−1)+k dan Sn(m−1
3
)+l
menginduksi sebuah graf bintang K1,2. Maka dapat ditunjukkan representasi
setiap simpul v ∈ V (Pn .δ Pm) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi
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diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn .δ Pm untuk
n ≡ 0(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3), sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbm
3
c−k, cn−i, d); us = j − 3s − 1
dan tr = 3r − (j − 2) dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1,
1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bm
3
c − k.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1); z
1
l = j + (l − 1) + 1 dengan
2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n− i, 1 ≤ i ≤ n; t1s = z1l +3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c−1.
a = (z(i − 1)2, t21, ..., t2bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
2
1, ..., t
2
bm
3
c−1); z
2
l = j + (l − 1) + 1
dengan 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i − 1, 1 ≤ i ≤ n; t2s = z2l + 3s dengan
1 ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
d = (t41, ..., t
4
p−1, j − 1, t31, ..., t3bn
3
c−p); t
3
f = (j − 1) + (1 + 3(p− 1)− i) + 3f
dengan 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p;
t4f = j+ (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1.
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 1, t1, ..., tbm
3
c−1, cn−i, d); tl = 1 + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1); z
1
l = l + 1 dengan
1 ≤ l ≤ n− i, 1 ≤ i ≤ n; t1s = z1l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z(1)
2, t21, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., z
2
i−1, t
2
1, ..., t
2
bm
3
c−1); z
2
l = i − l + 1 dengan
1 ≤ l ≤ i− 1, 1 ≤ i ≤ n; t2s = z2l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (t41, ..., t
4
p−1, 0, t
3
1, ..., t
3
bn
3
c−p); t
3
f = (1 + 3(p − 1) − i) + 3f
dengan 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p;
t4f = (i − 3(p − 1) − 1) + 3(p − f − 1) + 1 dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n
3
} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n(m−1
3
) + n
3
kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah
|ΠS| = n(m−13 ) + n3 . Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
Pn .δ Pm yaitu spd(Pn .δ Pm) ≤ n(m−13 ) + n3 .
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .δ
Pm dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan memper-
timbangkan bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap
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kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa
jika ΠS mempunyai kardinalitas |ΠS| = n(m−13 ) + n3 − 1, maka pasti
terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang.
Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan
simpul-simpul dari V (Pn). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n
3
−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaitu Sn(m−1
3
)+n
3
−1 = {yi,1|n3 − 1 ≤ l ≤ n3 , 3(l −
1) + 1 ≤ i ≤ 3l}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas
|ΠS| = mbn3 c + m3 − 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .δ Pm yaitu
spd(Pn .δ Pm) ≥ n(m−13 ) + n3 .
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(m−1
3
) + n
3
≤ spd(Pn .δ Pm) ≤ n(m−13 ) + n3 , maka dimensi
partisi bintang spd(Pn .δ Pm) = n(m−13 ) +
n
3
untuk n ≡ 1(mod 3) dan
m ≡ 0(mod 3).
2. Untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−1
3
+1}
dengan:
Sm−1
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−13 , 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, 1 ≤ i ≤ n}
Sn(m−1
3
)+l = {yi,1|1 ≤ l ≤ n−13 , 3(l − 1) + 1 ≤ i ≤ 3l}
Sn(m−1
3
)+n−1
3
+1 = {yn,1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−1
3
(i−1)+k, Sn(m−1
3
)+l mengin-
duksi sebuah graf bintang K1,2 dan Sn(m−1
3
)+n−1
3
+1 merupakan kelas partisi
singleton yang berisi sebuah simpul trivial yang juga merupakan graf
bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Pn .δ Pm)
berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap
simpul-simpul dari graf Pn .δ Pm untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3),
sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbm
3
c−k, cn−i, d); us = j − 3s − 1
dan tr = 3r − (j − 2) dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1,
1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bm
3
c − k.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1); z
1
l = j + (l − 1) + 1 dengan
2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n− i, 1 ≤ i ≤ n; t1s = z1l +3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c−1.
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a = (z(1)
2, t21, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., z
2
i−1, t
2
1, ..., t
2
bm
3
c−1); z
2
l = j+ (l− 1) + 1 dengan
2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i−1, 1 ≤ i ≤ n; t2s = z2l +3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c−1.
d = (t41, ..., t
4
p−1, j−1, t31, ..., t3bn
3
c−p+1); t
3
f = (j−1)+(1+3(p−1)− i)+3f
dengan 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p;
t4f = j+ (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1.
d = (t51, ..., t
5
bn
3
c, j−1); t5f = j+3bn3 c−3f dengan 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ f ≤ bn3 c;
i = n.
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 1, t1, ..., tbm
3
c−1, cn−i, d); tl = 1 + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1); z
1
l = l + 1 dengan
1 ≤ l ≤ n− i, 1 ≤ i ≤ n; t1s = z1l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z(1)
2, t21, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., z
2
i−1, t
2
1, ..., t
2
bm
3
c−1); z
2
l = i − l + 1 dengan
1 ≤ l ≤ i− 1, 1 ≤ i ≤ n; t2s = z2l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (t41, ..., t
4
p−1, 0, t
3
1, ..., t
3
bn
3
c−p+1); t
3
f = (1 + 3(p − 1) − i) + 3f dengan
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1;
t4f = (i − 3(p − 1) − 1) + 3(p − f − 1) + 1 dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1.
d = (t51, ..., t
5
bn
3
c, 0); t
5
f = 3bn3 c − 3f + 1 dengan 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ f ≤ bn3 c;
i = n.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−1
3
+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari n(m−1
3
) + n−1
3
+ 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari ΠS adalah |ΠS| = n(m−13 ) + n−13 + 1. Akan tetapi, ΠS belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi
partisi bintang dari graf Pn .δ Pm yaitu spd(Pn .δ Pm) ≤ n(m−13 ) + n−13 + 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .δ
Pm dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertim-
bangkan bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas
partisi harus sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS
mempunyai kardinalitas |ΠS| = n(m−13 ) + n−13 , maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang. Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan simpul-
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simpul dari V (Pn .δ Pm). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−1
3
} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaitu Sn(m−1
3
)+n−1
3
= {yi,1|l = n−13 , 3(l − 1) + 1 ≤
i ≤ 3l} ∪ {yn,1}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas
|ΠS| = n(m−13 ) + n−13 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .δ Pm yaitu
spd(Pn .δ Pm) ≥ n(m−13 ) + n−13 + 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(m−1
3
)+n−1
3
+1 ≤ spd(Pn.δPm) ≤ n(m−13 )+n−13 +1, maka dimensi
partisi bintang spd(Pn .δ Pm) = n(m−13 ) +
n−1
3
+ 1 untuk n ≡ 1(mod 3) dan
m ≡ 1(mod 3).
3. Untuk n ≡ 2(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−2
3
+1} dengan:
Sm−1
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−13 , 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, 1 ≤ i ≤ n}
Sn(m−1
3
)+l = {yi,1|1 ≤ l ≤ n−23 , 3(l − 1) + 1 ≤ i ≤ 3l}
Sn(m−1
3
)+n−2
3
+1 = {yn−1,1, yn,1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−1
3
(i−1)+k dan Sn(m−1
3
)+l
menginduksi sebuah graf bintang K1,2 dan Sn(m−1
3
)+n−2
3
+1 menginduksi
sebuah graf bintang K1,1. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul
v ∈ V (Pn .δ Pm) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn .δ Pm untuk n ≡ 2(mod 3)
dan m ≡ 1(mod 3), sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbm
3
c−k, cn−i, d); us = j − 3s − 1
dan tr = 3r − (j − 2) dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1,
1 ≤ s ≤ k − 1, 1 ≤ r ≤ bm
3
c − k.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1); z
1
l = j + (l − 1) + 1 dengan
2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n− i, 1 ≤ i ≤ n; t1s = z1l +3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c−1.
a = (z(1)
2, t21, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., z
2
i−1, t
2
1, ..., t
2
bm
3
c−1); z
2
l = j+ (l− 1) + 1 dengan
2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i−1, 1 ≤ i ≤ n; t2s = z2l +3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c−1.
d = (t41, ..., t
4
p−1, j−1, t31, ..., t3bn
3
c−p+1); t
3
f = (j−1)+(1+3(p−1)− i)+3f
dengan 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p;
t4f = j+ (i− 3(p− 1)− 1) + 3(p− f − 1) dengan 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1.
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d = (t51, ..., t
5
bn
3
c, j − 1); t5f = (i − 3bn3 c − 1) + j + 3bn3 c − 3f dengan
2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ f ≤ bn
3
c; n− 1 ≤ i ≤ n.
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 1, t1, ..., tbm
3
c−1, cn−i, d); tl = 1 + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1); z
1
l = l + 1 dengan
1 ≤ l ≤ n− i, 1 ≤ i ≤ n; t1s = z1l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z(1)
2, t21, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., z
2
i−1, t
2
1, ..., t
2
bm
3
c−1); z
2
l = i − l + 1 dengan
1 ≤ l ≤ i− 1, 1 ≤ i ≤ n; t2s = z2l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (t41, ..., t
4
p−1, 0, t
3
1, ..., t
3
bn
3
c−p+1); t
3
f = (1 + 3(p − 1) − i) + 3f dengan
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p − 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ bn
3
c − p + 1;
t4f = (i − 3(p − 1) − 1) + 3(p − f − 1) + 1 dengan 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p, 1 ≤ f ≤ p− 1.
d = (t51, ..., t
5
bn
3
c, 0); t
5
f = (i − 3bn3 c − 1) + j + 3bn3 c − 3f + 1 dengan
2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ f ≤ bn
3
c; i = n.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−2
3
+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari n(m−1
3
) + n−2
3
+ 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari ΠS adalah |ΠS| = n(m−13 ) + n−23 + 1. Akan tetapi, ΠS belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi
partisi bintang dari graf Pn .δ Pm yaitu spd(Pn .δ Pm) ≤ n(m−13 ) + n−23 + 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .δ
Pm dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertim-
bangkan bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas
partisi harus sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS
mempunyai kardinalitas |ΠS| = n(m−13 ) + n−23 , maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang. Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan simpul-
simpul dari V (Pn .δ Pm). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−2
3
} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaitu Sn(m−1
3
)+n−2
3
= {yi,1|l = n−23 , 3(l − 1) + 1 ≤
i ≤ 3l} ∪ {yn,1}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas
|ΠS| = n(m−13 ) + n−23 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf Pn .δ Pm
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yaitu spd(Pn .δ Pm) ≥ n(m−13 ) + n−23 + 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(m−1
3
)+n−2
3
+1 ≤ spd(Pn.δPm) ≤ n(m−13 )+n−23 +1, maka dimensi
partisi bintang spd(Pn .δ Pm) = n(m−13 ) +
n−2
3
+ 1 untuk n ≡ 2(mod 3) dan
m ≡ 1(mod 3).
Kasus 3: Untuk m ≡ 2(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf Pn .δ Pm dapat dilihat pada Gambar 4.26 (a). Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−2
3
)+n} dengan:
Sm−2
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−23 , 3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2, 1 ≤ i ≤ n}
Sn(m−2
3
)+i = {yi,j|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ 2}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−2
3
(i−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2 dan Sn(m−2
3
)+i menginduksi sebuah graf bintang K1,1. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Pn .δ Pm) berbeda terhadap ΠS .
Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn .δ Pm
untuk m ≡ 2(mod 3), sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, u1, ..., uk−1, 0, t1, ..., tbm
3
c−k, cn−i); us = j − 3s − 2 dan
tr = 3r− (j− 3) dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k− 1) + 3 ≤ j ≤ 3k+ 2, 1 ≤ s ≤ k− 1,
1 ≤ r ≤ bm
3
c − k.
c = (z11 , t
1
2, ..., t
1
bm
3
c, ..., z
1
n−i, t
1
2, ..., t
1
bm
3
c); z
1
l = j + (l − 1) + 2 dengan 3 ≤ j ≤ m,
1 ≤ l ≤ n− i, 1 ≤ i ≤ n; t1s = z1l + 3s dengan 2 ≤ s ≤ bm3 c.
a = (z(i − 1)2, t32, ..., t3bm
3
c, ..., z
2
1 , t
3
2, ..., t
3
bm
3
c); z
2
l = j + (l − 1) + 2 dengan
3 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i− 1, 1 ≤ i ≤ n; t2s = z2l + 3s dengan 2 ≤ s ≤ bm3 c.
d = (t4i−1, ..., t
4
1, z
3
1 , t
3
1, ..., t
3
n−i); t
3
l = j+ (l− 1) dengan 3 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ n− i,
1 ≤ i ≤ n; t4l = j + (l − 1) dengan 3 ≤ j ≤ m, 1 ≤ l ≤ i − 1, 1 ≤ i ≤ n;
z31 = j − 2 dengan 3 ≤ j ≤ m.
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 2, t1, ..., tbm
3
c−1, cn−i, d); tl = 2 + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1); z
1
l = 3+(l−1) dengan 1 ≤ l ≤ n−i,
1 ≤ i ≤ n; t1s = z1l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z(i − 1)2, t21, ..., t2bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
2
1, ..., t
2
bm
3
c−1); z
2
l = 3 + (l − 1) dengan
1 ≤ l ≤ i− 1, 1 ≤ i ≤ n; t2s = z2l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (z3i−1, ..., z
3
1 , 0, z
4
1 , ..., z
4
n−i); z
3
l = l dengan 1 ≤ l ≤ i − 1, 1 ≤ i ≤ n; z4l = l
dengan 1 ≤ l ≤ n− i, 1 ≤ i ≤ n.
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r(yi,2|ΠS) = (ai−1, 1, t1, ..., tbm
3
c−1, cn−i, d); tl = 1 + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1.
c = (z11 , t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1, ..., z
1
n−i, t
1
1, ..., t
1
bm
3
c−1); z
1
l = 4+(l−1) dengan 1 ≤ l ≤ n−i,
1 ≤ i ≤ n; t1s = z1l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
a = (z(i − 1)2, t21, ..., t2bm
3
c−1, ..., z
2
1 , t
2
1, ..., t
2
bm
3
c−1); z
2
l = 4 + (l − 1) dengan
1 ≤ l ≤ i− 1, 1 ≤ i ≤ n; t2s = z2l + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm3 c − 1.
d = (z3i−1, ..., z
3
1 , 0, z
4
1 , ..., z
4
n−i); z
3
l = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ i − 1, 1 ≤ i ≤ n;
z4l = l + 1 dengan 1 ≤ l ≤ n− i, 1 ≤ i ≤ n.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−2
3
)+n} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n(m−2
3
) + n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| =
n(m−2
3
+ 1) = n(m+1
3
). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Pn.δCm
yaitu spd(Pn .δ Pm) ≤ n(m+13 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .δ Pm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = n(m+13 ) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Pn .δ Pm). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m+1
3
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sn(m+1
3
)−1 = {yi,1, yi,m|n − 1 ≤≤ n}. Sehingga
diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = n(m+13 ) − 1 bukan merupakan
partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang
dari graf Pn .δ Pm yaitu spd(Pn .δ Pm) ≥ n(m+13 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m+1
3
) ≤ spd(Pn.δPm) ≤ n(m+13 ), maka dimensi partisi bintang spd(Pn.δPm) =
n(m+1
3
) untuk m ≡ 2(mod 3).
Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd(Pn .δ Pm) =
n(m
3
) untuk m ≡ 0(mod 3) dan spd(Pn .δ Pm) = n(m+13 ) untuk m ≡ 2(mod 3)
sehingga pada kedua nilai m tersebut dapat digabungkan sedemikian spd(Pn .δ
Pm) = ndm3 e. Sedangkan spd(Pn .δ Pm) = n(m−13 ) + n3 untuk m ≡ 1(mod 3)
dan n ≡ 0(mod 3), spd(Pn .δ Pm) = n(m−13 ) + n+23 untuk m ≡ 1(mod 3) dan
n ≡ 1(mod 3) dan spd(Pn .δ Pm) = n(m−13 ) + n+13 untuk m ≡ 1(mod 3) dan
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n ≡ 2(mod 3) dapat ditulis spd(Pn .δ Pm) = nbm3 c+ dn3 e. 2
Sekarang, kita akan membahas dimensi partisi bintang pada graf Pn .∆ Pm
dengan m,n ∈ Z+ dan salah satu simpul v ∈ Pm yang dilekatkan ke setiap simpul
u ∈ Pn dan simpul v mempunyai derajat sama dengan dua. Untuk n = 1, graf hasil
operasi comb P1 .∆ Pm isomrorfik dengan lintasan Pm dan untuk m = 3, graf
hasil operasi comb membentuk pola khusus sedemikian sehingga order lintasan
Pn dan lintasan Pm masing-masing adalah n ≥ 2 dan m ≥ 4. Graf Pn .∆ Pm
ditunjukkan pada Gambar 4.27 (a). Dalam menentukan dimensi partisi bintang
suatu graf Pn .∆ Pm, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas
atas dan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .∆ Pm. Dimensi partisi
bintang mensyaratkan partisi pembeda bintang ΠS harus mempunyai kardinalitas
yang minimum.
Untuk m = 3, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(Pn .∆
P3) ≥ n(m3 ) = n. Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul di
V (Pn .∆ P3) yakni r(yi,1|ΠS) = r(yi,3|ΠS) untuk 1 ≤ i ≤ n berakibat simpul yi,1
dan yi,3 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi
partisi bintang:
spd(Pn .∆ P3) ≥ (m
3
+ 1) + (
m
3
+ 1) + ...+ (
m
3
+ 1)︸ ︷︷ ︸
n buah
= n(
m
3
+ 1) = 2n
Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(Pn .∆ P3) ≥ n(m3 + 1) = 2n.
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., S2n} dengan Si = {yi,1, yi,2|1 ≤ i ≤ n} dan
Sn+i = {yi,3|1 ≤ i ≤ n} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Si mengin-
duksi sebuah graf bintang K1,1 dan Sn+i merupakan kelas partisi yang memuat
simpul trivial dapat juga disebut graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi
koordinat setiap simpul v ∈ V (Pn .∆ P3) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil
observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn .∆ P3 berbeda.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., S2n} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
2n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = 2n. Akan tetapi,
ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas
atas dimensi partisi bintang dari graf Pn .∆ P3 yaitu spd(Pn .∆ P3) ≤ 2m.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
2n ≤ spd(Pn .∆ P3) ≤ 2n, maka dimensi partisi bintang spd(Pn .∆ P3) = 2n.
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Gambar 4.27: (a) Graf Hasil Operasi Comb Pn .∆ Pm, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Bintang P6 .∆ P6
Teorema 4.22. Misalkan Pn adalah graf lintasan order n dan Pm adalah graf
lintasan order m dengan simpul pelekatan dari Pm yang berderajat dua. Untuk
n ≥ 2 dan m ≥ 4, dimensi partisi bintang dari sebuah graf hasil operasi comb
Pn .∆ Pm adalah
spd(Pn .∆ Pm) =

ndm
3
e, jika m ≡ 0(mod 3), m ≡ 2(mod 3)
dan m ≡ 1(mod 3), 1 < j < m,
j 6= 1(mod 3)
nbm
3
c+ dn
3
e, jika m ≡ 1(mod 3), 1 < j < m,
j ≡ 1(mod 3)
Bukti: Misalkan graf Pn .∆ Pm memiliki himpunan simpul V (Pn .∆ Pm) =
{yi,j|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Pn .∆ Pm) = {yi,tyi+1,t|1 ≤
i ≤ n − 1, j = t, 2 ≤ t ≤ m − 1} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m − 1}.
Untuk menunjukkan dimensi partisi bintang graf Pn.∆Pm denganmn buah simpul,
maka untuk masing-masing nilaim dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama untuk
m ≡ 0(mod 3), kasus kedua untuk m ≡ 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga untuk
m ≡ 2(mod 3).
Kasus 1: Untuk m ≡ 0(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf Pn .∆ Pm dapat dilihat pada Gambar 4.27 (b). Misalkan
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ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
)} dengan:
Sm
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m
3
, 3(k−1)+1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤ i ≤ n, j = t, 2 ≤ t ≤ m−1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm
3
(i−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Pn .∆ Pm)
berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf Pn .∆ Pm untuk n ≡ 0(mod 3) adalah berbeda. Jadi ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari n(m3 ) kelas
partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = n(m3 ). Akan tetapi, ΠS belum
tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi
partisi bintang dari graf Pn .∆ Pm yaitu spd(Pn .∆ Pm) ≤ n(m3 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .∆ Pm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga
dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas |ΠS| = n(m3 ) − 1,
maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi ΠS merupakan
simpul-simpul dari V (Pn .∆ Pm). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang yaitu Sn(m
3
)−1 = {yn,j|m3 − 1 ≤ k ≤ m3 , 3(k− 1) + 1 ≤ j ≤ 3k}. Sehingga
diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = n(m3 )−1 bukan merupakan partisi
pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari
graf Pn .∆ Pm yaitu spd(Pn .∆ Pm) ≥ n(m3 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m
3
) ≤ spd(Pn .∆ Pm) ≤ n(m3 ), maka dimensi partisi bintang spd(Pn .∆ Pm) =
n(m
3
) untuk m ≡ 0(mod 3).
Kasus 2: Untuk m ≡ 1(mod 3) dimana 1 < j < m, j 6= 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n} dengan:
Sm−1
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−13 , 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤ i ≤ n, j = t, 2 ≤
t ≤ m− 1}
Sm−1
3
n+i = {yi,m|1 ≤ i ≤ n, j = t, 2 ≤ t ≤ m − 1} Dengan dilihat
bahwa simpul-simpul pada Sm
3
(i−1)+k menginduksi sebuah graf bintang K1,2 dan
Sm−1
3
n+i merupakan kelas partisi singleton yang memuat sebuah simpul trivial
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dapat disebut juga graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul
v ∈ V (Pn .∆ Pm) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi
setiap simpul-simpul dari graf Pn .∆ Pm untuk n ≡ 1(mod 3) adalah berbeda. Jadi
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
n(m−1
3
)+n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = n(m−13 )+n.
Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat diten-
tukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Pn .∆ Pm yaitu spd(Pn .∆ Pm) ≤
n(m+2
3
).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .∆ Pm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga
dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas |ΠS| = n(m3 ) − 1,
maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi ΠS merupakan
simpul-simpul dari V (Pn .∆ Pm). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sn(m+2
3
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang yaitu Sn(m+2
3
)−1 = {yn,j|k = m−13 , 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k} ∪ {yn,m}.
Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = n(m+23 ) − 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf Pn .∆ Pm yaitu spd(Pn .∆ Pm) ≥ n(m+23 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m+1
3
) ≤ spd(Pn .∆ Pm) ≤ n(m+23 ), maka dimensi partisi bintang spd(Pn .∆
Pm) = n(
m+2
3
) untuk m ≡ 1(mod 3) dimana 1 < j < m, j 6= 1(mod 3).
Kasus 3: Untuk m ≡ 1(mod 3) dimana 1 < j < m, j ≡ 1(mod 3)
Simpul-simpul di graf Pn .∆ Pm dibedakan menjadi simpul daun (pendant)
merupakan simpul-simpul subgraf Pm dan simpul dalam merupakan simpul-simpul
di subgraf lintasan Pn. Untuk n ≡ 1(mod 3), kelas partisi di simpul daun (pendant)
terpisah dengan kelas partisi di simpul dalam sehingga terdapat tiga kasus untuk
nilai m yaitu pertama untuk m ≡ 1(mod 3) dan n ≡ 0(mod 3), kedua untuk
m ≡ 1(mod 3) dan n ≡ 1(mod 3), sedangkan untuk m ≡ 1(mod 3) dan
n ≡ 2(mod 3).
1. Untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 0(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Snm−1
3
+n
3
} dengan:
Sl(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ l, 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤
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i ≤ n}
Snl+(bm
3
c−l)(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ bm3 c − l, 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1, 3l + 3(k −
1) + 2 ≤ j ≤ 3l + 3k + 1, 1 ≤ i ≤ n}
Snbm
3
c+f = {yi,t|1 ≤ f ≤ n3 , 3(f − 1) + 1 ≤ i ≤ 3f, j = t = 3l + 1, 1 ≤ l ≤
bm
3
c − 1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sl(i−1)+k, Snl+(bm
3
c−l)(i−1)+k dan
Snbm
3
c+f menginduksi sebuah graf bintang K1,2. Maka dapat ditunjukkan
representasi setiap simpul v ∈ V (Pn .∆ Pm) berbeda terhadap ΠS .
Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf
Pn .∆ Pm untuk m ≡ 1(mod 3) dan n ≡ 0(mod 3). Jadi ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Snm−1
3
+n
3
} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
nm−1
3
+ n
3
kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| =
nm−1
3
+ n
3
. Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum.
Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Pn .∆ Pm
yaitu spd(Pn .∆ Pm) ≤ nm−13 + n3 .
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .∆ Pm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi
harus sebuah graf bintang K1,2 sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS
mempunyai kardinalitas |ΠS| = nm−13 + n3 − 1, maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang K1,2. Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan simpul-
simpul dari V (Pn .∆ Pm). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Snm−1
3
+n
3
−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaitu Snm−1
3
+n
3
−1 = {yi,t|n3 − 1 ≤ f ≤ n3 , 3(f − 1) + 1 ≤
i ≤ 3f, j = t = 3l + 1, 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS
dengan kardinalitas |ΠS| = nm−13 + n3 − 1 bukan merupakan partisi pembeda
bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf
Pn .∆ Pm yaitu spd(Pn .∆ Pm) ≥ nm−13 + n3 .
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang nm−1
3
+ n
3
≤ spd(Pn .∆ Pm) ≤ nm−13 + n3 , maka dimensi partisi
bintang spd(Pn.∆Pm) = nm−13 +
n
3
untukm ≡ 1(mod 3) dan n ≡ 0(mod 3).
2. Untuk m ≡ 1(mod 3) dan n ≡ 1(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
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ΠS = {S1, S2, S3, ..., Snm−1
3
+n−1
3
+1} dengan:
Sl(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ l, 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤
i ≤ n}
Snl+(bm
3
c−l)(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ bm3 c − l, 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1, 3l + 3(k −
1) + 2 ≤ j ≤ 3l + 3k + 1, 1 ≤ i ≤ n}
Snbm
3
c+f = {yi,t|1 ≤ f ≤ n−13 , 3(f − 1) + 1 ≤ i ≤ 3f, j = t = 3l + 1, 1 ≤
l ≤ bm
3
c − 1}
Snbm
3
c+n−1
3
+1 = {yn,t|j = t = 3l + 1, 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sl(i−1)+k, Snl+(bm
3
c−l)(i−1)+k dan
Snbm
3
c+f menginduksi sebuah graf bintang K1,2 dan Snbm
3
c+n−1
3
+1 merupakan
kelas partisi singleton yang memuat sebuah graf trivial dapat disebut juga graf
bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Pn.∆Pm)
berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap
simpul-simpul dari graf Pn .∆ Pm untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3).
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Snm−1
3
+n−1
3
+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari nm−1
3
+ n−1
3
+ 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari ΠS adalah |ΠS| = nm−13 + n−13 + 1. Akan tetapi, ΠS belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi
partisi bintang dari graf Pn .∆ Pm yaitu spd(Pn .∆ Pm) ≤ nm−13 + n−13 + 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .∆ Pm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang, sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai
kardinalitas |ΠS| = nm−13 + n−13 , maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas
partisi yang tidak menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul
dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Pn.∆Pm).
Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Snm−1
3
+n−1
3
}
maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu
Snm−1
3
+n−1
3
= {yi,t|f = n−13 , 3(f − 1) + 1 ≤ i ≤ 3f, j = t = 3l + 1, 1 ≤
l ≤ bm
3
c − 1} ∪ {yn,t|j = t = 3l+ 1, 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1}. Sehingga diperoleh
bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = nm−13 + n−13 bukan merupakan partisi
pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang
dari graf Pn .∆ Pm yaitu spd(Pn .∆ Pm) ≥ nm−13 + n−13 + 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
179
bintang nm−1
3
+ n−1
3
+1 ≤ spd(Pn .∆Pm) ≤ nm−13 + n−13 +1, maka dimensi
partisi bintang spd(Pn .∆ Pm) = nm−13 +
n−1
3
+ 1 untuk m ≡ 1(mod 3) dan
n ≡ 0(mod 3).
3. Untuk m ≡ 1(mod 3) dan n ≡ 2(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Snm−1
3
+n−2
3
+1}
dengan:
Sl(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ l, 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤
i ≤ n}
Snl+(bm
3
c−l)(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ bm3 c − l, 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1, 3l + 3(k −
1) + 2 ≤ j ≤ 3l + 3k + 1, 1 ≤ i ≤ n}
Snbm
3
c+f = {yi,t|1 ≤ f ≤ n−23 , 3(f − 1) + 1 ≤ i ≤ 3f, j = t = 3l + 1, 1 ≤
l ≤ bm
3
c − 1}
Snbm
3
c+n−2
3
+1 = {yn−1,t, yn,t|j = t = 3l + 1, 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sl(i−1)+k, Snl+(bm
3
c−l)(i−1)+k dan
Snbm
3
c+f menginduksi sebuah graf bintang K1,2 dan Snbm
3
c+n−2
3
+1 mengin-
duksi sebuah graf bintang K1,1. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap
simpul v ∈ V (Pn.∆Pm) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn .∆ Pm untuk n ≡ 1(mod 3)
dan m ≡ 1(mod 3). Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Snm−1
3
+n−2
3
+1} adalah partisi
pembeda bintang yang terdiri dari nm−1
3
+ n−2
3
+ 1 kelas partisi. Sehingga
kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = nm−13 + n−23 + 1. Akan tetapi, ΠS
belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas
atas dimensi partisi bintang dari graf Pn .∆ Pm yaitu spd(Pn .∆ Pm) ≤
nm−1
3
+ n−2
3
+ 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .∆
Pm dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertim-
bangkan bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas
partisi harus sebuah graf bintang, sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS
mempunyai kardinalitas |ΠS| = nm−13 + n−23 , maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang. Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan simpul-
simpul dari V (Pn .∆ Pm). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Snm−1
3
+n−2
3
} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
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duksi graf bintang yaitu Snm−1
3
+n−2
3
= {yi,t|f = n−13 , 3(f − 1) + 1 ≤
i ≤ 3f, j = t = 3l + 1, 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1} ∪ {yn−1,t, yn,t|j = t =
3l + 1, 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardi-
nalitas |ΠS| = nm−13 + n−13 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn.∆Pm yaitu
spd(Pn .∆ Pm) ≥ nm−13 + n−23 + 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang nm−1
3
+ n−2
3
+1 ≤ spd(Pn .∆Pm) ≤ nm−13 + n−23 +1, maka dimensi
partisi bintang spd(Pn .∆ Pm) = nm−13 +
n−2
3
+ 1 untuk m ≡ 1(mod 3) dan
n ≡ 0(mod 3).
Kasus 3: Untuk m ≡ 2(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Snm−2
3
+n} dengan:
Sm−2
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−23 , 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤ i ≤ n}
Snm−2
3
+i = {yi,j|1 ≤ i ≤ n,m− 1 ≤ j ≤ m}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−2
3
(i−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2 dan Snbm
3
c+i menginduksi sebuah graf bintang K1,1. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Pn .∆ Pm) berbeda terhadap ΠS .
Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Pn .∆ Pm
untuk m ≡ 2(mod 3). Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Snm−2
3
+n} adalah partisi pembeda
bintang yang terdiri dari nm−2
3
+ n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS
adalah |ΠS| = n(m−23 + 1). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardi-
nalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
Pn .∆ Pm yaitu spd(Pn .∆ Pm) ≤ n(m+13 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Pn .∆ Pm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = n(m−23 + 1)− 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Pn .∆ Pm). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−2
3
+1)−1}maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sn(m−2
3
+1)−1 = {yn,j|k = m−23 , 3(k − 1) + 1 ≤
j ≤ 3k} ∪ {yn,j|m − 1 ≤ j ≤ m}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardi-
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nalitas |ΠS| = n(m−23 + 1) − 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf Pn .∆ Pm yaitu
spd(Pn .∆ Pm) ≥ n(m−23 + 1). Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas
bawah dimensi partisi bintang n(m−2
3
+ 1) ≤ spd(Pn .∆ Pm) ≤ n(m−23 + 1), maka
dimensi partisi bintang spd(Pn .∆ Pm) = n(m−23 + 1) untuk m ≡ 2(mod 3).
Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd(Pn.∆Pm) =
n(m
3
) untuk m ≡ 0(mod 3), spd(Pn .∆ Pm) = n(m−13 + 1) untuk m ≡ 1(mod 3),
1 < j < m, j 6= 1(mod 3) dan spd(Pn .∆ Pm) = n(m−23 + 1) untuk m ≡ 2(mod 3)
sehingga pada ketiga nilai n tersebut dapat digabungkan sedemikian spd(Pn .∆
Pm) = ndm3 e. Sedangkan spd(Pn .∆ Pm) = nm−13 + n3 untuk m ≡ 1(mod 3), 1 <
j < m, j ≡ 1(mod 3) dan n ≡ 0(mod 3), spd(Pn .∆Pm) = nm−13 + n−13 + 1 untuk
m ≡ 1(mod 3) dan n ≡ 1(mod 3) dan spd(Pn .∆ Pm) = nm−13 + n−23 + 1 untuk
m ≡ 1(mod 3) dan n ≡ 2(mod 3) dapat ditulis spd(Pn .∆ Pm) = nbm3 c+ dn3 e. 2
4.2.8 Dimensi Partisi Bintang Graf Lengkap Comb Graf Lingkaran
Graf hasil operasi comb antara graf lengkap Kn dengan graf lingkaran Cm
dihasilkan dari menduplikat graf lingkaran Cm sebanyak n simpul di graf lengkap
Kn dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf Cm pada setiap simpul graf
Kn, maka dapat dikatakan bahwa graf Kn . Cm merupakan graf yang terdiri dari
n kali graf lingkaran Cm. Sehingga graf Kn . Cm memiliki himpunan simpul
V (Kn . Cm) = {yi,j|1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Kn . Cm) =
{yi,1yi+k,1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ n − i} ∪ {yi,1yi,m|1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤
i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m − 1}. Graf Kn . Cm memiliki nm buah simpul dan n2+2mn−n2
buah sisi. Graf Kn . Cm ditunjukkan pada Gambar 4.15 (a).
Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi grafKn.Cm denganm,n ∈ Z+. Untuk
n = 2, graf K2 isomorfik dengan lintasan P2 maka graf hasil operasi comb K2 .Cm
isomrorfik dengan lintasan P2 . Cm dan untuk m ∈ {3, 4}, partisi pembeda bintang
membentuk pola khusus sedemikian sehingga order graf lengkap Kn dan lingkaran
Cm masing-masing adalah n ≥ 3 dan m ≥ 5. Dalam menentukan dimensi partisi
bintang graf Kn . Cm, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas
atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Kn . Cm. Dimensi partisi bintang
mensyaratkan ΠS harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Untuk m = 3, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(Kn .
Cm) ≥ n(m3 ). Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi koordinat simpul-
simpul di V (Kn .Cm) yakni r(yi,2|ΠS) = r(yi,3) untuk 1 ≤ i ≤ n berakibat simpul
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yi,2 dan yi,3 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah
dimensi partisi bintang:
spd(Kn . Cm) ≥ (m
3
+ 1) + (
m
3
+ 1) + ...+ (
m
3
+ 1)︸ ︷︷ ︸
nbuah
= n(
m
3
+ 1)
Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(Kn . Cm) ≥ n(m3 + 1).
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
+1)} dengan Si = {yi,1, yi,2|1 ≤ i ≤ n}
dan Sn+i = {yi,3|1 ≤ i ≤ n} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Si
menginduksi sebuah graf bintang K1,1 dan simpul-simpul pada Sn+i merupakan
kelas partisi singleton yang memuat simpul trivial yang juga graf bintang. Maka
dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Kn . Cm) berbeda terhadap
ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf
Kn . Cm) untuk m = 3 berbeda. Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
+1)} adalah partisi
pembeda bintang yang terdiri dari n(m
3
+1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari
ΠS adalah |ΠS| = n(m3 + 1). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
Kn .Cm) yaitu spd(Kn .Cm) ≤ n(m3 + 1). Dengan demikian, diperoleh batas atas
dan batas bawah dimensi partisi bintang n(m
3
+ 1) ≤ spd(Kn . Cm) ≤ n(m3 + 1),
maka dimensi partisi bintang spd(Kn . Cm) = n(m3 + 1) untuk m = 3.
Untuk m = 4, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(Kn .
Cm) ≥ n(m−13 ) + 1. Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul
di V (Kn . Cm) yakni r(yi,2|ΠS) = r(yi,4) untuk 1 ≤ i ≤ n berakibat simpul yi,2
dan yi,4 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi
partisi bintang:
spd(Kn.Cm) ≥ (m− 1
3
+ 1) + (
m− 1
3
+ 1) + ...+ (
m− 1
3
+ 1)︸ ︷︷ ︸
n buah
= n(
m− 1
3
+1)
Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(Kn . Cm) ≥ n(m−13 + 1).
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
+1)} dengan Si = {yi,1, yi,2, yi,3|1 ≤ i ≤ n} dan
Sn+i = {yi,4|1 ≤ i ≤ n} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Si mengin-
duksi sebuah graf bintang K1,2 dan simpul-simpul pada Sn+i merupakan kelas
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Gambar 4.28: (a) Konstruksi Partisi Pembeda Graf K6 . C6, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Graf K6 . C5
partisi singleton yang memuat simpul trivial yang juga graf bintang. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Kn .Cm) berbeda terhadap ΠS . Dari
hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Kn .Cm untuk
m = 4 berbeda. Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
+1)} adalah partisi pembeda
bintang yang terdiri dari n(m−1
3
+ 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS
adalah |ΠS| = n(m−13 +). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari grafKn.Cm
yaitu spd(Kn . Cm) ≤ n(m−13 + 1). Dengan demikian, diperoleh batas atas dan
batas bawah dimensi partisi bintang n(m−1
3
+ 1) ≤ spd(Kn . Cm) ≤ n(m−13 + 1),
maka dimensi partisi bintang spd(Kn . Cm) = n(m−13 + 1) untuk m = 4.
Teorema 4.23. Diberikan dua graf terhubung Kn dan Cm dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan m ≥ 5 dan n ≥ 3, maka dimensi partisi bintang graf
hasil operasi comb Kn . Cm adalah
spd(Kn . Cm) =
{
ndm
3
e, jika m ≡ 0(mod 3), m ≡ 2(mod 3)
nbm
3
c+ 1, jika m ≡ 1(mod 3)
Bukti: Misalkan grafKn.Cm memiliki himpunan simpul V (Kn.Cm) = {yi,j|1 ≤
j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Kn . Cm) = {yi,1yi+k,1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤
k ≤ n − i} ∪ {yi,1yi,m|1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m − 1}.
Untuk menunjukkan dimensi partisi bintang graf Kn .Cm dengan mn buah simpul,
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maka untuk masing-masing nilaim dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama untuk
m ≡ 0(mod 3), kasus kedua untuk m ≡ 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga untuk
m ≡ 2(mod 3).
Kasus 1: Untuk m ≡ 0(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf Kn .Cm dapat dilihat pada Gambar 4.28 (a). Misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
)} dengan:
Sm
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m
3
, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤ i ≤ n}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm
3
(i−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Kn . Cm)
berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf Kn . Cm untuk n ≡ 0(mod 3), sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t2bm
3
c−1, ..., t
2
bm
6
c+1, t
1
bm
6
c, ..., t
1
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1,
cn−i); t1l = (1 + 3(k − 1)− j) + 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k,
1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2l = (j − 3(k − 1) − 1) + 3bm3 c − 3l − 2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; m gasal.
c = (z1j , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
j , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1);
z1j = j dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z1j = m − j + 2 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m;
t3s = z
1
j + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c; t4s = z1l + 3bm3 c − 3s − 2 dengan
bm
6
c+ 1 ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
a = (z2j , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
2
j , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1);
z2j = j dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z2j = m − j + 2 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m;
t3s = z
2
j + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c; t4s = z2l + 3bm3 c − 3s − 2 dengan
bm
6
c+ 1 ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
Reprentasi simpul di graf Kn . Cm untuk m genap sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t2bm
3
c−1, ..., t
2
bm
6
c+1, tbm6 c, t
1
bm
6
c−1, ..., t
1
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, tbm6 c,
t2bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i); t
1
l = (1 + 3(k − 1) − j) + 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k− 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤ l ≤ bm
6
c− 1; t2l = (j− 3(k− 1)− 1) + 3bm3 c− 3l− 2
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, bm
6
c + 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1;
tbm
6
c = 3bm6 c + 1 dengan j = 3(k − 1) + 1 dan j = 3k; tbm6 c = 3bm6 c + 2 dengan
j = 3(k − 1) + 2; m genap.
c = (z1j , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, tbm6 c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
j , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, tbm6 c, t
4
bm
6
c+1, ...,
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t4bm
3
c−1); z
1
j = j dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c+1; z1j = m−j+2 dengan bm2 c+2 ≤ j ≤ m;
t3s = z
1
j + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c; t4s = z1j + 3bm3 c − 3s − 2 dengan
bm
6
c+ 1 ≤ s ≤ bm
3
c − 1; tbm
6
c = z1j + 3bm6 c − 2.
a = (z2j , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, tbm6 c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
2
j , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, tbm6 c, t
4
bm
6
c+1, ...,
t4bm
3
c−1); z
2
j = j dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c+1; z2j = m−j+2 dengan bm2 c+2 ≤ j ≤ m;
t3s = z
2
j + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c; t4s = z2j + 3bm3 c − 3s − 2 dengan
bm
6
c+ 1 ≤ s ≤ bm
3
c − 1; tbm
6
c = z2j + 3bm6 c − 2.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
dari n(m
3
) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = n(m3 ). Akan
tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan
batas atas dimensi partisi bintang dari graf Kn . Cm yaitu spd(Kn . Cm) ≤ n(m3 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Kn . Cm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = n(m3 ) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Kn . Cm). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn( n
m
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sn(m
3
)−1 = {yn,j|m3 − 1 ≤ k ≤ m3 , 3(k − 1) + 1 ≤
j ≤ 3k}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n3 )−1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf Kn . Cm yaitu spd(Kn . Cm)) ≥ n(m3 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(m
3
) ≤ spd(Kn . Cm) ≤ n(m3 ), maka dimensi partisi bintang
spd(Kn . Cm) = n(
m
3
) untuk m ≡ 0(mod 3) dan m ≥ 5.
Kasus 2: Untuk m ≡ 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+1} dengan:
Sm−1
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−13 , 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, 1 ≤ i ≤ n}
Sn(m−1
3
)+1 = {yi,1|1 ≤ i ≤ n}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−1
3
(i−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2 dan Sn(m−1
3
)+1 menginduksi sebuah graf bintang K1,n−1. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Kn . Cm) berbeda terhadap ΠS .
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Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Kn . Cm
untuk m ≡ 1(mod 3), sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1,
cn−i, xj); t1l = (2+3(k−1)−j)+3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k−1)+2 ≤ j ≤ 3k+1,
1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2l = (j − 3(k − 1) − 2) + 3bm3 c − 3l − 1 dengan
1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c + 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1;
t3l = (j− 3(k− 1)− 2) + 3l− 2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k− 1) + 2 ≤ j ≤ 3k+ 1,
1 ≤ l ≤ bm
6
c; t4l = (2 + 3(k − 1) − j) + 3bm3 c − 3l + 1 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c + 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; xj = j − 1 dengan
2 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1; xj = m− j + 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1; m genap.
c = (z1j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1j = j + 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z1j = m− j + 3 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m;
t5s = z
1
j + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c; t6s = z1j + 3bm3 c − 3s − 3 dengan
bm
6
c+ 1 ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
a = (z2j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1);
z2j = j + 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z2j = m− j + 3 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m;
t5s = z
2
j + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c; t6s = z2j + 3bm3 c − 3s − 3 dengan
bm
6
c+ 1 ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
Representasi simpul graf Kn . Cm untuk m genap dengan j = 1 sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 1, t31, ..., t3bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1, cn−i, 0); t
3
l = 1 + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c; t4l = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c+ 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1; m genap.
c = (2, t11, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., 2, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1l = 2+3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c; t4l = 3bm3 c−3l−1 dengan bm6 c+1 ≤ l ≤ bm3 c−1.
a = (2, t11, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., 2, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1l = 2+3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c; t4l = 3bm3 c−3l−1 dengan bm6 c+1 ≤ l ≤ bm3 c−1.
Representasi simpul graf Kn . Cm untuk m gasal sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
′
bm
6
c, t
3
bm
6
c−1, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, tbm6 c,
t2bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, xj); t
1
l = (2 + 3(k− 1)− j) + 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c− 1,
3(k− 1) + 2 ≤ j ≤ 3k+ 1, 1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2l = (j− 3(k− 1)− 2) + 3bm3 c− 3l− 1
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c + 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1;
t3l = (j− 3(k− 1)− 2) + 3l− 2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k− 1) + 2 ≤ j ≤ 3k+ 1,
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t4l = (2 + 3(k − 1)− j) + 3bm3 c − 3l + 1 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, bm
6
c + 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; tbm
6
c = 3bm6 c − 1
187
dengan j = 3(k − 1) + 2 dan j = 3(k − 1) + 3; tbm
6
c = 3bm6 c − 2 dengan
j = 3k + 1;t′bm
6
c = 3bm6 c − 1 dengan j = 3(k − 1) + 2; t′bm6 c = 3b
m
6
c − 2
dengan j = 3(k − 1) + 3 dan j = 3k + 1; xj = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1;
xj = m− j + 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1; m gasal.
c = (z1j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1j = j + 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z1j = m− j + 3 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m;
t5s = z
1
j + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t6s = z1j + 3bm3 c − 3s − 3 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
a = (z2j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z2j = j + 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z2j = m− j + 3 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m;
t5s = z
2
j + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t6s = z2j + 3bm3 c − 3s − 3 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
Representasi simpul graf Kn . Cm untuk m gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 1, t31, ..., t3bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, cn−i, 0); t
3
l = 1 + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t4l = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; m gasal.
c = (2, t11, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., 2, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1l = 2 + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1; t4l = 3bm3 c − 3l − 1 dengan
bm
6
c ≤ l ≤ bm
3
c − 1.
a = (2, t11, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., 2, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1l = 2+3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c−1; t4l = 3bm3 c−3l−1 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c−1.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+1} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n(m−1
3
) + 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| =
n(m−1
3
) + 1. Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum.
Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Kn . Cm yaitu
spd(Kn . Cm) ≤ n(m−13 ) + 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Kn .Cm dapat
diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa graf
yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf
bintang K1,n; 1 ≤ n ≤ 2 sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai
kardinalitas |ΠS| = n(m−13 ), maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang
tidak menginduksi graf bintang K1,n; 1 ≤ n ≤ 2. Perhatikan bahwa simpul-
simpul dalam kelas partisi ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Kn . Cm). Tanpa
mengurangi keumuman, misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)} maka terdapat
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kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu Sn(m−1
3
) = {yn,j|m − 1 ≤
j ≤ m} ∪ {yi,1|1 ≤ i ≤ n}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas
|ΠS| = n(m−13 ) bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan
batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Kn . Cm yaitu spd(Kn . Cm) ≥
n(m−1
3
) + 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m−1
3
) + 1 ≤ spd(Kn . Cm) ≤ n(m−13 ) + 1, maka dimensi partisi bintang
spd(Kn . Cm) = n(
m−1
3
) + 1 untuk m ≡ 1(mod 3).
Kasus 3: Untuk m ≡ 2(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf Kn . Cm dapat dilihat pada Gambar 4.28 (b). Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−2
3
)+n} dengan:
Sm−2
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−23 , 3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2, 1 ≤ i ≤ n}
Sn(m−2
3
)+i = {yi,j|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ 2}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−2
3
(j−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2 dan Sn(m−2
3
)+i menginduksi sebuah graf bintang K1,1. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Kn . Cm) berbeda terhadap ΠS .
Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Kn . Cm
untuk m ≡ 2(mod 3), sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+2, t
′
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, tbm6 c+1,
t2bm
6
c+2, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = (3 + 3(k − 1) − j) + 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2, 1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2l = (j − 3(k − 1) − 3) + 3bm3 c − 3l
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2, bm
6
c + 2 ≤ l ≤ bm
3
c − 1;
t3l = (j− 3(k− 1)− 3) + 3l− 2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k− 1) + 3 ≤ j ≤ 3k+ 2,
1 ≤ l ≤ bm
6
c; t4l = (3 + 3(k − 1) − j) + 3bm3 c − 3l + 2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2, bm
6
c + 2 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; tbm
6
c+1 = 3bm6 c
dengan j = 3(k − 1) + 3 dan j = 3(k − 1) + 4; tbm
6
c+1 = 3bm6 c + 1 dengan
j = 3k + 2;t′bm
6
c+1 = 3bm6 c dengan j = 3(k − 1) + 3; t′bm6 c+1 = 3b
m
6
c + 1 dengan
j = 3(k − 1) + 4 dan j = 3k + 2; m gasal.
c = (z1j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1j = j + 2 dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z1j = m− j + 4 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m;
t5s = z
1
j + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t6s = 3bm3 c − 3s + 1 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
a = (z2j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z2j = j + 2 dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z2j = m− j + 4 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m;
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t5s = z
2
j + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t6s = 3bm3 c − 3s + 1 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
d = (z1j , ..., z
1
j︸ ︷︷ ︸
i−1
, zj, z
1
j , ..., z
1
j︸ ︷︷ ︸
n−i
); z1j = j dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z1j = m − j + 2
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m; zj = j − 2 dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z1j = m− j + 1
dengan bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m; 1 ≤ i ≤ n.
Representasi simpul graf Kn . Cm untuk m gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 2, t1, ..., tbm
6
c−1, tbm
6
c, ..., tbm
3
c−1, cn−i, d); tl = 2 + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; tl = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; m gasal.
c = (3, t11, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., 3, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1l = 3 + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1; t4l = 3bm3 c − 3l − 1 dengan
bm
6
c ≤ l ≤ bm
3
c − 1.
a = (3, t11, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., 3, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1l = 3 + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1; t4l = 3bm3 c − 3l − 1 dengan
bm
6
c ≤ l ≤ bm
3
c − 1.
d = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i
); 1 ≤ i ≤ n.
Representasi simpul graf Kn . Cm untuk m gasal dengan j = 2 sebagai berikut:
r(yi,2|ΠS) = (ai−1, 1, t1, ..., tbm
6
c−1, tbm
6
c, ..., tbm
3
c−1, cn−i, d); tl = 1 + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; tl = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; m gasal.
c = (4, t11, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., 4, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1l = 4 + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1; t4l = 3bm3 c − 3l dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1.
a = (4, t11, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., 4, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1l = 4 + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1; t4l = 3bm3 c − 3l dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1.
d = (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
i−1
, 0, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
n−i
); 1 ≤ i ≤ n.
Representasi simpul graf Kn . Cm untuk m genap sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1,
cn−i, d); t1l = (3+3(k−1)−j)+3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c, 3(k−1)+3 ≤ j ≤ 3k+2,
1 ≤ l ≤ bm
6
c; t2l = (j − 3(k − 1) − 3) + 3bm3 c − 3l dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k−1)+3 ≤ j ≤ 3k+2, bm
6
c+1 ≤ l ≤ bm
3
c−1; t3l = (j−3(k−1)−3)+3l−2
dengan 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2, 1 ≤ l ≤ bm
6
c;
t4l = (3 + 3(k − 1) − j) + 3bm3 c − 3l + 2 dengan 1 ≤ k ≤ bm3 c,
3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2, bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; m genap.
190
c = (z1j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1j = j + 2 dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z1j = m− j + 4 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m;
t5s = z
1
j + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t6s = 3bm3 c − 3s + 1 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
a = (z2j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
j , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z2j = j + 2 dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z2j = m− j + 4 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m;
t5s = z
2
j + 3s dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1; t6s = 3bm3 c − 3s + 1 dengan
bm
6
c ≤ s ≤ bm
3
c − 1.
d = (z1j , ..., z
1
j︸ ︷︷ ︸
i−1
, zj, z
1
j , ..., z
1
j︸ ︷︷ ︸
n−i
); z1j = j dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z1j = m − j + 2
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m; zj = j − 2 dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z1j = m− j + 1
dengan bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m; 1 ≤ i ≤ n.
Representasi simpul graf Kn . Cm untuk m genap dengan j = 1 sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, 2, t1, ..., tbm
6
c−1, tbm
6
c, ..., tbm
3
c−1, cn−i, d); tl = 2 + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; tl = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; m genap.
c = (3, t11, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., 3, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1l = 3 + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1; t4l = 3bm3 c − 3l − 1 dengan
bm
6
c ≤ l ≤ bm
3
c − 1.
a = (3, t11, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., 3, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1l = 3 + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1; t4l = 3bm3 c − 3l − 1 dengan
bm
6
c ≤ l ≤ bm
3
c − 1.
d = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i−1
, 0, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n−i
); 1 ≤ i ≤ n.
Representasi simpul graf Kn . Cm untuk m genap dengan j = 2 sebagai berikut:
r(yi,2|ΠS) = (ai−1, 1, t1, ..., tbm
6
c−1, tbm
6
c, ..., tbm
3
c−1, cn−i, d); tl = 1 + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; tl = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; m gasal.
c = (4, t11, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., 4, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1l = 4 + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1; t4l = 3bm3 c − 3l dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1.
a = (4, t11, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, ..., 4, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1l = 4 + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1; t4l = 3bm3 c − 3l dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1.
d = (2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
i−1
, 0, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
n−i
); 1 ≤ i ≤ n.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−2
3
)+n} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n(m−2
3
) + n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| =
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n(m−2
3
+ 1) = n(m+1
3
). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari grafKn.Cm
yaitu spd(Kn . Cm) ≤ n(m+13 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Kn . Cm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus sebuah graf
bintang K1,n; 1 ≤ n ≤ 2 sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai
kardinalitas |ΠS| = n(m+13 ) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi
yang tidak menginduksi graf bintang K1,n; 1 ≤ n ≤ 2. Perhatikan bahwa simpul-
simpul dalam kelas partisi ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Kn . Cm). Tanpa
mengurangi keumuman, misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m+1
3
)−1} maka terdapat
kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu Sn(m+1
3
)−1 = {yi,1, yi,m|n−
1 ≤ i ≤ n}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = n(m+13 )− 1
bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah
dimensi partisi bintang dari graf Kn . Cm yaitu spd(Kn . Cm) ≥ n(m+13 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m+1
3
) ≤ spd(Kn.Cm) ≤ n(m+13 ), maka dimensi partisi bintang spd(Kn.Cm) =
n(m+1
3
) untuk m ≡ 2(mod 3).
Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa untuk spd(Kn .
Cm) = n(
m
3
) untuk m ≡ 0(mod 3) dan m ≥ 5 dan spd(Kn . Cm) = n(m+13 )
untuk m ≡ 2(mod 3) sehingga pada kedua nilai m tersebut dapat digabungkan
sedemikian spd(Kn .Cm) = ndm3 e. Sedangkan spd(Kn .Cm) = n(m−13 )+1 untuk
m ≡ 1(mod 3) dapat ditulis spd(Pn . Cm) = nbm3 c+ 1. 2
4.2.9 Dimensi Partisi Bintang Graf Lingkaran Comb Graf Lingkaran
Graf hasil operasi comb antara graf lingkaran Cn dengan graf lingkaran Cm
dihasilkan dari menduplikat graf lingkaran Cm sebanyak n simpul di graf lingkaran
Cn dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf Cm pada setiap simpul graf Cn,
maka dapat dikatakan bahwa graf Cn . Cm merupakan graf yang terdiri dari n kali
Lingkaran Cm. Sehingga graf Cn . Cm memiliki himpunan simpul V (Cn . Cm) =
{yi,j|1 ≤ j ≤ m 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Cn . Cm) = {yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤
n−1}∪ {yn,1y1,1}∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ j ≤ m−1, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi,myi,1|1 ≤ i ≤ n}.
Graf Cn . Cm memiliki nm buah simpul dan n(m + 1) buah sisi. Graf Pn . Cm
ditunjukkan pada Gambar 4.16.
Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi bintang graf Cn . Cm dengan m,n ∈
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Z+. Untuk n = 2, graf C2 adalah graf yang mempunyai sisi ganda sehingga C2
bukan graf sederhana dan untuk m ∈ {3, 4},partisi pembeda bintang membentuk
pola khusus sedemikian sehingga order lingkaran Cn dan lingkaran Cm masing-
masing adalah n ≥ 3 dan m ≥ 5. Dalam menentukan dimensi partisi bintang graf
Cn .Cm, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas
bawah dimensi partisi dari graf Cn . Cm. Dimensi partisi bintang mensyaratkan ΠS
harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
Untuk m = 3, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(Cn .
Cm) ≥ n(m3 ). Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul di
V (Cn . Cm) yakni r(yi,2|ΠS) = r(yi,3) untuk 1 ≤ i ≤ n berakibat simpul yi,2
dan yi,3 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi
partisi bintang:
spd(Cn . Cm) ≥ (m
3
+ 1) + (
m
3
+ 1) + ...+ (
m
3
+ 1)︸ ︷︷ ︸
nbuah
= n(
m
3
+ 1)
Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(Cn . Cm) ≥ n(m3 + 1).
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
+1)} dengan Si = {yi,1, yi,2|1 ≤ i ≤ n}
dan Sn+i = {yi,3|1 ≤ i ≤ n} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Si
menginduksi sebuah graf bintang K1,1 dan Sn+i merupakan kelas partisi yang
memuat simpul trivial dapat juga disebut graf bintang. Maka dapat ditunjukkan
representasi koordinat setiap simpul v ∈ V (Cn . Cm) berbeda terhadap ΠS . Dari
hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Cn . Cm
untuk m = 3 berbeda. Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
+1)} adalah partisi pembeda
bintang yang terdiri dari n(m
3
+ 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS
adalah |ΠS| = n(m3 + 1). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
Cn . Cm yaitu spd(Cn . Cm) ≤ n(m3 + 1). Dengan demikian, diperoleh batas atas
dan batas bawah dimensi partisi bintang n(m
3
+ 1) ≤ spd(Cn . Cm) ≤ n(m3 + 1),
maka dimensi partisi bintang spd(Cn . Cm) = n(m3 + 1) untuk m = 3.
Untuk m = 4, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(Cn .
Cm) ≥ n(m−13 ) + dn3 e. Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-
simpul di V (Cn .Cm) yakni r(yi,2|ΠS) = r(yi,4) untuk 1 ≤ i ≤ n berakibat simpul
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Gambar 4.29: (a) Konstruksi Partisi Pembeda Graf C6 . C6, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Graf C6 . C5
yi,2 dan yi,4 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah
dimensi partisi bintang:
spd(Cn.Cm) ≥ (m− 1
3
+ 1) + (
m− 1
3
+ 1) + ...+ (
m− 1
3
+ 1)︸ ︷︷ ︸
n buah
= n(
m− 1
3
+1)
Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(Cn . Cm) ≥ n(m−13 + 1).
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
+1)} dengan Si = {yi,1, yi,2, yi,3|1 ≤ i ≤ n} dan
Sn+i = {yi,4|1 ≤ i ≤ n}. Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada kelas
partisi Si menginduksi graf bintang K1,2 dan kelas partisi Sn+i memuat sebuah
simpul trivial yang juga graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi
setiap simpul v ∈ V (Cn . Cm) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi
diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Cn . Cm untuk m = 4
berbeda. Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
+1)} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari n(m−1
3
+ 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah
|ΠS| = n(m−13 + 1). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
Cn .Cm yaitu spd(Cn .Cm) ≤ n(m−13 + 1). Dengan demikian, diperoleh batas atas
dan batas bawah dimensi partisi bintang n(m−1
3
+1) ≤ spd(Cn.Cm) ≤ n(m−13 +1),
maka dimensi partisi bintang spd(Cn . Cm) = n(m−13 + 1) untuk m = 4.
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Teorema 4.24. Diberikan dua graf terhubung Cn dan Cm dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan m ≥ 5 dan n ≥ 3, maka dimensi partisi bintang graf
hasil operasi comb Cn . Cm adalah
spd(Cn . Cm) =
{
ndm
3
e, jika m ≡ 0(mod 3), m ≡ 2(mod 3)
nbm
3
c+ dn
3
e, jika m ≡ 1(mod 3)
Bukti: Misalkan graf Cn .Cm memiliki himpunan simpul V (Cn .Cm) = {yi,j|1 ≤
j ≤ m 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan sisi E(Cn . Cm) = {yi,1yi+1,1|1 ≤ i ≤ n− 1} ∪
{yn,1y1,1} ∪ {yi,jyi,j+1|1 ≤ j ≤ m − 1, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi,myi,1|1 ≤ i ≤ n}.
Untuk menunjukkan dimensi partisi bintang graf Cn .Cm dengan mn buah simpul,
maka untuk masing-masing nilaim dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama untuk
m ≡ 0(mod 3), kasus kedua untuk m ≡ 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga untuk
m ≡ 2(mod 3).
Kasus 1: Untuk m ≡ 0(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf Cn .Cm dapat dilihat pada Gambar 4.29 (a). Misalkan ΠS =
{S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
)} dengan:
Sm
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m
3
, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤ i ≤ n}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm
3
(i−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2. Maka dapat ditunjukkan representasi koordinat setiap simpul
v ∈ V (Cn . Cm) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi
setiap simpul-simpul dari graf Cn . Cm untuk n ≡ 0(mod 3), sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1,
cn−i); t1l = (1 + 3(k − 1) − j) + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c;
t2l = (j − 3(k − 1) − 1) + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c + 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1;
t3l = (j−3(k−1)−1)+3l−2 dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c; t4l = (1+3(k−1)−j)+3bm3 c−3l
dengan bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c− 1; 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k− 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤ i ≤ n,
m gasal.
Representasi cn−i untuk m gasal sebagai berikut:
c = (z11 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
bn
2
c, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, z
2
bn
2
c+1,
t71, ..., t
7
bm
6
c, t
8
bm
6
c+1, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
n−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c, t
8
bm
6
c+1, ..., t
8
bm
3
c−1); z
1
s =
(j − 1) + s dengan 1 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; z1s = m − j + 1 + s
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t5l = z1s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c;
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t6l = z
1
s + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c + 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1; z2s = (j − 1) + n − s
dengan 1 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; z2s = (m− j + 1) + n+ s dengan
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t7l = z2s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c;
t8l = z
2
s + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c+ 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1; 1 ≤ i ≤ n.
Representasi ai−1 untuk m gasal sebagai berikut:
a = (z2n−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c, t
8
bm
6
c+1, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
bn
2
c+1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c, t
8
bm
6
c+1, ..., t
8
bm
3
c−1,
z1bn
2
c, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
1 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1s = (j − 1) + s dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ s ≤ bn2 c; z1s = m − j + 1 + s
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t5l = z1s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c;
t6l = z
1
s + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c + 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1; z2s = (j − 1) + n − s
dengan 1 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; z2s = (m− j + 1) + n+ s dengan
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t7l = z2s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c;
t8l = z
2
s + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c+ 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1; 1 ≤ i ≤ n.
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m genap sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, tbm6 c, t
3
bm
6
c−1, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, tbm6 c,
t2bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i); t
1
l = (1 + 3(k − 1) − j) + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1;
t2l = (j − 3(k − 1) − 1) + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c + 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1;
t3l = (j − 3(k − 1) − 1) + 3l − 2 dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1;
t4l = (1 + 3(k − 1) − j) + 3bm3 c − 3l dengan bm6 c + 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1;
tbm
6
c = 3bm6 c − 2 dengan j = 3(k − 1) + 1 dan j = 3k; tbm6 c = 3bm6 c − 1 dengan
j = 3(k − 1) + 2; 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 1 ≤ j ≤ 3k, 1 ≤ i ≤ n, m genap.
Representasi cn−i untuk m gasal sebagai berikut:
c = (z11 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
bn
2
c, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, z
2
bn
2
c+1,
t71, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
n−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1); z
1
s =
(j − 1) + s dengan 1 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; z1s = m − j + 1 + s dengan
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t5l = z1s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1;
t6l = z
1
s + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; z2s = (j − 1) + n − s
dengan 1 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; z2s = (m− j + 1) + n+ s dengan
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t7l = z2s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1;
t8l = z
2
s + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; 1 ≤ i ≤ n.
Representasi ai−1 untuk m gasal sebagai berikut:
a = (z2n−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
bn
2
c+1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1,
z1bn
2
c, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
1 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1s = (j − 1) + s dengan 1 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ s ≤ bn2 c; z1s = m − j + 1 + s
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dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t5l = z1s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1;
t6l = z
1
s + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; z2s = (j − 1) + n − s
dengan 1 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; z2s = (m− j + 1) + n+ s dengan
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t7l = z2s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1;
t8l = z
2
s + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; 1 ≤ i ≤ n.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m
3
)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
dari n(m
3
) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| = n(m3 ). Akan
tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan
batas atas dimensi partisi bintang dari graf Cn . Cm yaitu spd(Cn . Cm) ≤ n(m3 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cn . Cm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = n(m3 ) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Cn . Cm). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn( n
m
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sn(m
3
)−1 = {yn,j|m3 − 1 ≤ k ≤ m3 , 3(k − 1) + 1 ≤
j ≤ 3}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = m(n3 − 1) bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf Cn . Cm yaitu spd(Cn . Cm)) ≥ n(m3 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m
3
) ≤ spd(Cn.Cm) ≤ n(m3 ), maka dimensi partisi bintang spd(Cn.Cm) = n(m3 )
untuk m ≡ 0(mod 3).
Kasus 2: Untuk m ≡ 1(mod 3)
Simpul-simpul di graf Cn . Cm dibedakan menjadi simpul daun (pendant)
merupakan simpul-simpul subgraf Cm dan simpul dalam merupakan simpul-simpul
di subgraf lingkaran Cn. Untuk m ≡ 1(mod 3), kelas partisi di simpul daun
(pendant) terpisah dengan kelas partisi di simpul dalam sehingga terdapat tiga kasus
untuk nilai m yaitu pertama untuk n ≡ 0(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3), kedua
untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3), sedangkan untuk n ≡ 2(mod 3) dan
m ≡ 1(mod 3).
1. Untuk n ≡ 0(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
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ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n
3
} dengan:
Sm−1
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−13 , 3(k − 1) + 2 ≤ i ≤ 3k + 1, 1 ≤ i ≤ n}
Sn(m−1
3
)+l = {yi,1|1 ≤ l ≤ n3 , 3(l − 1) + 1 ≤ i ≤ 3l}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−1
3
(i−1)+k dan Sn(m−1
3
)+l
menginduksi sebuah graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi
setiap simpul v ∈ V (Cn . Cm) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi
diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Cn . Cm untuk
n ≡ 0(mod 3), m ≡ 1(mod 3) dan m ≥ 5, sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m gasal dan n gasal.
Representasi b untuk m gasal dan n gasal sebagai berikut:
b = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, tbm6 c”, t
3
bm
6
c−1, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c−1, tbm6 c,
t2bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1); t
1
l = (2 + 3(k − 1) − j) + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1;
t2l = (j − 3(k − 1) − 2) + 3bm3 c − 3l − 1 dengan bm6 c + 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1;
tbm
6
c = 3bm6 c − 1 dengan j = 3(k − 1) + 2 dan j = 3(k − 1) + 3;
tbm
6
c = 3bm6 c − 2 dengan j = 3k + 1; t3l = (j − 3(k − 1) − 2) + 3l − 2
dengan 1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t4l = (2 + 3(k − 1)− j) + 3bm3 c − 3l + 1 dengan
bm
6
c + 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; tbm
6
c” = 3bm6 c − 1 dengan j = 3(k − 1) + 3 dan
j = 3k + 1; tbm
6
c+1” = 3bm6 c + 1 dengan j = 3(k − 1) + 2, 1 ≤ k ≤ bm3 c;
1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1.
Representasi cn−i untuk m gasal dan n gasal sebagai berikut:
c = (z11 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
bn
2
c, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1,
z2bn
2
c+1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
n−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1);
z1s = j+s dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+1, 1 ≤ s ≤ bn2 c; z1s = (m−j+2)+s dengan
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t5l = z1s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1;
t6l = z
1
s + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; z2s = j + n − s
dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; z2s = (m− j + 2) + n− s
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t7l = z2s + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t8l = z2s + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1.
Representasi ai−1 untuk m gasal dan n gasal sebagai berikut:
a = (z2n−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
bn
2
c+1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ...,
t8bm
3
c−1, z
1
bn
2
c, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
1 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ...,
t6bm
3
c−1); z
1
s = j + s dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ s ≤ bn2 c;
z1s = (m − j + 2) + s dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn2 c;
t5l = z
1
s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1; t6l = z1s + 3bm3 c − 3l − 3
dengan bm
6
c ≤ l ≤ bm
3
c − 1; z2s = j + n − s dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1,
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bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; z2s = (m− j + 2) + n− s dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m,
bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t7l = z2s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1;
t8l = z
2
s + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1.
Representasi d untuk m gasal dan n gasal sebagai berikut:
d = (t12bn
3
c−1, ..., t
12
bn
6
c+1, t
11
bn
6
c, ..., t
11
1 , z
3, t91, ..., t
9
bn
6
c, t
10
bn
6
c+1, ..., t
10
bn
3
c−1);
z3 = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; z3 = m − j + 1 dengan
bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m; t9r = z3 + (1 + 3(p− 1)− i) + 3r dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c;
t10r = z
3 +(i−3(p−1)−1)+3bn
3
c−3r−2 dengan bn
6
c+1 ≤ r ≤ bn
3
c−1;
t11r = z
3 + (i − 3(p − 1) − 1) + 3r − 2 dengan 1 ≤ r ≤ bn
6
c;
t12s = z
3 + (1 + 3(p− 1)− i) + 3bn
3
c − 3r dengan bn
6
c+ 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1,
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p.
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1
sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m gasal dan n gasal.
Representasi b untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
b = (1, t11, ..., t
1
bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1); t
1
l = 1 + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1;
t2l = j + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1.
Representasi cn−i untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
bn
2
c, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1,
z2bn
2
c+1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
n−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1s = 1 + s dengan 1 ≤ s ≤ bn2 c; t3l = z1s + 3l dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1;
t4l = z
1
s + 3bm3 c − 3l + s − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1; z2s = n − s + 1
dengan bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t5l = z2s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c − 1;
t6l = z
2
s + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1
Representasi ai−1 untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
a = (z2n−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
bn
2
c+1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ...,
t6bm
3
c−1, z
1
bn
2
c, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
1 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ...,
t4bm
3
c−1); z
1
s = 1 + s dengan 1 ≤ s ≤ bn2 c; t3l = z1s + 3l dengan
1 ≤ s ≤ bm
6
c − 1; t4l = z1s + 3bm3 c − 3l+ s− 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1;
z2s = n − s + 1 dengan bn2 c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t5l = z2s + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t6l = z2s + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1
Representasi d untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
d = (t10bn
3
c−1, ..., t
10
bn
6
c+1, t
9
bn
6
c, ..., t
11
1 , 0, t
7
1, ..., t
7
bn
6
c, t
8
bn
6
c+1, ..., t
8
bn
3
c−1); t
7
r =
(1+3(p−1)−i)+3r dengan 1 ≤ r ≤ bn
6
c; t8r = (i−3(p−1)−1)+3bn3 c−3r−2
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dengan bn
6
c + 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1; t9r = (i − 3(p − 1) − 1) + 3r − 2 dengan
1 ≤ r ≤ bn
6
c; t10s = 1+3(p−1)−i)+3bn3 c−3r dengan bn6 c+1 ≤ r ≤ bn3 c−1,
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p.
Representasi simpul graf Cn.Cm untukm genap dan n gasal sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m genap dan n gasal.
Representasi b untuk m genap dan n gasal sebagai berikut:
b = (t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1);
t1l = (2 + 3(k − 1) − j) + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c; t2l =
(j − 3(k − 1) − 2) + 3bm
3
c − 3l − 1 dengan bm
6
c + 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1;
t3l = (j − 3(k − 1) − 2) + 3l − 2 dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c;
t4l = (2 + 3(k − 1) − j) + 3bm3 c − 3l + 1 dengan bm6 c + 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1,
1 ≤ k ≤ bm
3
c; 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1.
Representasi cn−i untuk m genap dan n gasal sebagai berikut:
c = (z11 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
bn
2
c, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1,
z2bn
2
c+1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c, t
8
bm
6
c+1, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
n−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c, t
8
bm
6
c+1, ..., t
8
bm
3
c−1);
z1s = j + s dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ s ≤ bn2 c; z1s = (m − j + 2) + s
dengan bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t5l = z1s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c;
t6l = z
1
s + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c + 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1; z2s = j + n − s
dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; z2s = (m− j + 2) + n− s
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t7l = z2s + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c; t8l = z2s + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c+ 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1.
Representasi ai−1 untuk m genap dan n gasal sebagai berikut:
a = (z2n−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c, t
8
bm
6
c+1, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
bn
2
c+1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c, t
8
bm
6
c+1, ...,
t8bm
3
c−1, z
1
bn
2
c, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
1 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ...,
t6bm
3
c−1); z
1
s = j + s dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ s ≤ bn2 c;
z1s = (m − j + 2) + s dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn2 c;
t5l = z
1
s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c; t6l = z1s + 3bm3 c − 3l − 3 dengan
bm
6
c + 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; z2s = j + n − s dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1,
bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; z2s = (m− j + 2) + n− s dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m,
bn
2
c+1 ≤ s ≤ n−1; t7l = z2s+3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c; t8l = z2s+3bm3 c−3l−3
dengan bm
6
c+ 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1.
(Representasi d untuk m genap dan n gasal sama dengan representasi d untuk
m gasal dan n gasal)
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Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m genap dan n gasal dengan j = 1
sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m genap dan n gasal.
Representasi b untuk m genap dan n gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
b = (1, t11, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1); t
1
l = 1 + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c;
t2l = 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c+ 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1.
Representasi cn−i untuk m genap dan n gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
bn
2
c, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1,
z2bn
2
c+1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
n−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1s = 1 + s dengan 1 ≤ s ≤ bn2 c; t3l = z1s + 3l dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c;
t4l = z
1
s + 3bm3 c− 3l+ s− 3 dengan bm6 c+ 1 ≤ l ≤ bm3 c− 1; z2s = n− s+ 1
dengan bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t5l = z2s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c;
t6l = z
2
s + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c+ 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1
Representasi ai−1 untuk m genap dan n gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
a = (z2n−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
bn
2
c+1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c, t
6
bm
6
c+1, ...,
t6bm
3
c−1, z
1
bn
2
c, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
1 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c, t
4
bm
6
c+1, ...,
t4bm
3
c−1); z
1
s = 1 + s dengan 1 ≤ s ≤ bn2 c; t3l = z1s + 3l dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c;
t4l = z
1
s + 3bm3 c− 3l+ s− 3 dengan bm6 c+ 1 ≤ l ≤ bm3 c− 1; z2s = n− s+ 1
dengan bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t5l = z2s + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c;
t6l = z
2
s + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c+ 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1
(Representasi d untuk m genap dan n gasal sama dengan representasi d untuk
m gasal dan n gasal dengan j = 1).
Representasi simpul graf Cn.Cm untukm gasal dan n genap sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m gasal dan n genap.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m gasal dan n genap sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m gasal dan n gasal).
d = (t12bn
3
c−1, ..., t
12
bn
6
c+1, tbn6 c, t
11
bn
6
c−1, ..., t
11
1 , z
3, t91, ..., t
9
bn
6
c−1, tbn6 c, t
10
bn
6
c+1, ...,
t10bn
3
c−1); z
3 = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; z3 = m − j + 1 dengan
bm
2
c+2 ≤ j ≤ m; t9r = z3 +(1+3(p−1)− i)+3r dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c−1;
t10r = z
3 +(i−3(p−1)−1)+3bn
3
c−3r−2 dengan bn
6
c+1 ≤ r ≤ bn
3
c−1;
t11r = z
3 + (i − 3(p − 1) − 1) + 3r − 2 dengan 1 ≤ r ≤ bn
6
c − 1;
t12s = z
3 + (1 + 3(p− 1)− i) + 3bn
3
c − 3r dengan bn
6
c+ 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1;
tbn
6
c = z3 + 3bn6 c− 1 dengan i = 3(p− 1) + 2; tbn6 c = z3 + 3bn6 c− 2 dengan
i = 3(p− 1) + 1 dan j = 3p; 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p.
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Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m gasal dan n genap dengan j = 1
sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m gasal dan n genap.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m gasal dan n genap sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1).
d = (t10bn
3
c−1, ..., t
10
bn
6
c+1, tbn6 c, t
9
bn
6
c−1, ..., t
9
1, z
3, t71, ..., t
7
bn
6
c−1, tbn6 c, t
8
bn
6
c+1, ...,
t8bn
3
c−1); t
7
r = (1 + 3(p − 1) − i) + 3r dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c − 1;
t8r = (i − 3(p − 1) − 1) + 3bn3 c − 3r − 2 dengan bn6 c + 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1;
t9r = (i − 3(p − 1) − 1) + 3r − 2 dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c − 1;
t10s = (1 + 3(p − 1) − i) + 3bn3 c − 3r dengan bn6 c + 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1;
tbn
6
c = 3bn6 c − 1 dengan i = 3(p − 1) + 2; tbn6 c = 3bn6 c − 2 dengan
i = 3(p− 1) + 1 dan j = 3p; 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p.
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m genap dan n genap sebagai
berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m genap dan n genap.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m genap dan n genap sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m genap dan n gasal).
(Representasi d untuk m genap dan n genap sama dengan representasi d
untuk m gasal dan n genap).
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m genap dan n genap dengan j = 1
sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m genap dan n genap.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m genap dan n genap sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m genap dan n gasal dengan j = 1).
(Representasi d untuk m genap dan n genap sama dengan representasi d
untuk m gasal dan n genap dengan j = 1).
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n
3
} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n(m−1
3
) + n
3
kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah
|ΠS| = n(m−13 ) + n3 . Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
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Cn . Cm yaitu spd(Cn . Cm) ≤ n(m−13 ) + n3 .
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cn . Cm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang K1,n; 1 ≤ n ≤ 2 sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika
ΠS mempunyai kardinalitas |ΠS| = n(m−13 ) + n3 − 1, maka pasti terdapat
sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang K1,n; 1 ≤
n ≤ 2. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi ΠS
merupakan simpul-simpul dari V (Cn . Cm). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n
3
−1} maka terdapat kelas partisi
yang tidak menginduksi graf bintang yaitu Sn(m−1
3
)+n
3
−1 = {yi,1|n3 − 1 ≤
l ≤ n
3
, 3(l − 1) + 1 ≤ i ≤ 3l}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardi-
nalitas |ΠS| = mbn3 c + m3 − 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang.
Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf Cn . Cm
yaitu spd(Cn . Cm) ≥ n(m−13 ) + n3 .
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(m−1
3
) + n
3
≤ spd(Cn . Cm) ≤ n(m−13 ) + n3 , maka dimensi partisi
bintang spd(Cn . Cm) = n(m−13 ) +
n
3
untuk n ≡ 1(mod 3), m ≡ 0(mod 3).
2. Untuk n ≡ 1(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang. Misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−1
3
+1}
dengan:
Sm−1
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−13 , 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, 1 ≤ i ≤ n}
Sn(m−1
3
)+l = {yi,1|1 ≤ l ≤ n−13 , 3(l − 1) + 1 ≤ i ≤ 3l}
Sn(m−1
3
)+n−1
3
+1 = {yn,1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−1
3
(i−1)+k, Sn(m−1
3
)+l mengin-
duksi sebuah graf bintang K1,2 dan Sn(m−1
3
)+n−1
3
+1 merupakan kelas partisi
singleton yang berisi sebuah simpul trivial yang juga merupakan graf
bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Cn . Cm)
berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap
simpul-simpul dari graf Cn . Cm untuk n ≡ 1(mod 3), m ≡ 1(mod 3) dan
m ≥ 5, sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m gasal dan n gasal.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m gasal dan n gasal sama dengan repre-
203
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal).
d = (t12bn
3
c−1, ..., t
12
bn
6
c+1, tbn6 c, t
11
bn
6
c−1, ..., t
11
1 , z
3, t91, ..., t
9
bn
6
c−1, tbn6 c, t
10
bn
6
c+1, ...,
t10bn
3
c−1, tbn3 c); z
3 = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; z3 = m − j + 1
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m; t9r = z3 + (1 + 3(p − 1) − i) + 3r dengan
1 ≤ r ≤ bn
6
c − 1; t10r = z3 + (i − 3(p − 1) − 1) + 3bn3 c − 3r − 1
dengan bn
6
c + 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1; tbn
6
c = z3 + 3bn6 c − 1 dengan
i = 3(p − 1) + 1 dan i = 3(p − 1) + 2; tbn
6
c = z3 + 3bn6 c − 2 dengan
i = 3p; tbn
3
c = z3 + i dengan 1 ≤ i ≤ bn2 c; tbn3 c = z3 + n − i dengan
bn
2
c + 1 ≤ i ≤ n − 1; t11r = z3 + (i − 3(p − 1) − 1) + 3r − 2 dengan
1 ≤ r ≤ bn
6
c − 1; t12s = z3 + (1 + 3(p − 1) − i) + 3bn3 c − 3r + 1 dengan
bn
6
c + 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1; tbn
6
c” = z3 + 3bn6 c − 1 dengan i = 3(p − 1) + 2
dan i = 3p; tbn
6
c” = z3 + 3bn6 c − 2 dengan i = 3(p − 1) + 1; 1 ≤ p ≤ bn3 c,
3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p.
d = (z31 , t
13
1 , ..., t
13
bn
6
c−1, t
14
bn
6
c, ..., t
14
bn
3
c−1, z
3
2); z
3
1 = j dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1;
z31 = m − j + 2 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m; t13r = z31 + 3r dengan
1 ≤ r ≤ bn
6
c − 1; z32 = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c + 1; z32 = m − j + 1
dengan bm
2
c+2 ≤ j ≤ m; t14r = z32+3bn3 c−3r−2 dengan bn6 c ≤ r ≤ bn3 c−1,
untuk i = n.
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1
sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m gasal dan n gasal.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m gasal dan n gasal sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal dengan j = 1).
d = (t10bn
3
c−1, ..., t
10
bn
6
c+1, tbn6 c, t
9
bn
6
c−1, ..., t
9
1, 0, t
7
1, ..., t
7
bn
6
c−1, tbn6 c, t
8
bn
6
c+1, ...,
t8bn
3
c−1, tbn3 c); t
7
r = (1 + 3(p − 1) − i) + 3r dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c − 1;
t8r = (i − 3(p − 1) − 1) + 3bn3 c − 3r − 1 dengan bn6 c + 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1;
tbn
6
c = 3bn6 c − 1 dengan i = 3(p − 1) + 1 dan i = 3(p − 1) + 2;
tbn
6
c = 3bn6 c − 2 dengan i = 3p; tbn3 c = i dengan 1 ≤ i ≤ bn2 c; tbn3 c = n− i
dengan bn
2
c + 1 ≤ i ≤ n − 1; t9r = (i − 3(p − 1) − 1) + 3r − 2 dengan
1 ≤ r ≤ bn
6
c − 1; t10s = (1 + 3(p − 1) − i) + 3bn3 c − 3r + 1 dengan
bn
6
c + 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1; tbn
6
c” = 3bn6 c − 1 dengan i = 3(p − 1) + 2
dan i = 3p; tbn
6
c” = 3bn6 c − 2 dengan i = 3(p − 1) + 1; 1 ≤ p ≤ bn3 c,
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3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p.
d = (1, t131 , ..., t
13
bn
6
c−1, t
14
bn
6
c, ..., t
14
bn
3
c−1, 0); t
13
r = 1 + 3r dengan
1 ≤ r ≤ bn
6
c−1; t14r = 3bn3 c−3r−2 dengan bn6 c ≤ r ≤ bn3 c−1, untuk i = n.
Representasi simpul graf Cn.Cm untukm genap dan n gasal sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m genap dan n gasal.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m genap dan n gasal sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m genap dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal).
(Representasi d untuk m genap dan ngasal sama dengan representasi d untuk
m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 1(mod 3) dan n gasal).
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m genap dan n gasal dengan j = 1
sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m genap dan n gasal.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m genap dan n gasal sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m genap dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal dengan j = 1).
(Representasi d untuk m genap dan n gasal sama dengan representasi d untuk
m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 1(mod 3) dan n gasal dengan j = 1).
Representasi simpul graf Cn.Cm untukm gasal dan n genap sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m gasal dan n genap.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m gasal dan n genap sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal).
d = (t12bn
3
c−1, ..., t
12
bn
6
c+1, t
11
bn
6
c, ..., t
11
1 , z
3, t91, ..., t
9
bn
6
c, t
10
bn
6
c+1, ..., t
10
bn
3
c−1, tbn3 c);
z3 = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; z3 = m − j + 1 dengan
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m; t9r = z3 + (1 + 3(p − 1) − i) + 3r dengan
1 ≤ r ≤ bn
6
c; t10r = z3 + (i − 3(p − 1) − 1) + 3bn3 c − 3r − 1
dengan bn
6
c + 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1; tbn
3
c = z3 + i dengan 1 ≤ i ≤ bn2 c;
tbn
3
c = z3 + n − i − 1 dengan i = bn2 c + 1; tbn3 c = z3 + n − i dengan
bn
2
c + 2 ≤ i ≤ n − 1; t11r = z3 + (i − 3(p − 1) − 1) + 3r − 2 dengan
1 ≤ r ≤ bn
6
c; t12s = z3 + (1 + 3(p − 1) − i) + 3bn3 c − 3r + 1 dengan
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bn
6
c+ 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1; 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p.
d = (z31 , t
13
1 , ..., t
13
bn
6
c, t
14
bn
6
c+1, ..., t
14
bn
3
c−1, z
3
2); z
3
1 = j dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1;
z31 = m − j + 2 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m; t13r = z31 + 3r dengan
1 ≤ r ≤ bn
6
c; z32 = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+ 1; z32 = m− j + 1 dengan
bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m; t14r = z32 + 3bn3 c− 3r− 2 dengan bn6 c+ 1 ≤ r ≤ bn3 c− 1,
untuk i = n.
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m gasal dan n genap dengan j = 1
sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m gasal dan n genap.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m gasal dan n genap sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal dengan j = 1).
d = (t10bn
3
c−1, ..., t
10
bn
6
c+1, t
9
bn
6
c, ..., t
9
1, 0, t
7
1, ..., t
7
bn
6
c, t
8
bn
6
c+1, ..., t
8
bn
3
c−1, tbn3 c); t
7
r =
(1+3(p−1)−i)+3r dengan 1 ≤ r ≤ bn
6
c; t8r = (i−3(p−1)−1)+3bn3 c−3r−1
dengan bn
6
c + 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1; tbn
3
c = i dengan 1 ≤ i ≤ bn2 c;
tbn
3
c = n − i − 1 dengan i = bn2 c + 1; tbn3 c = n − i dengan
bn
2
c + 2 ≤ i ≤ n − 1; t9r = (i − 3(p − 1) − 1) + 3r − 2 dengan
1 ≤ r ≤ bn
6
c; t10s = (1 + 3(p − 1) − i) + 3bn3 c − 3r + 1 dengan
bn
6
c+ 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1; 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p.
d = (1, t131 , ..., t
13
bn
6
c, t
14
bn
6
c+1, ..., t
14
bn
3
c−1, 0); t
13
r = 1 + 3r dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c;
t14r = 3bn3 c − 3r − 2 dengan bn6 c+ 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1, untuk i = n.
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m genap dan n genap sebagai
berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m genap dan n genap.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m genap dan n genap sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m genap dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal).
(Representasi d untuk m genap dan n genap sama dengan representasi d
untuk m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 1(mod 3) dan n genap).
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m genap dan n genap dengan j = 1
sebagai berikut:
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r(yi,1|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m genap dan n genap.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m genap dan n genap sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m genap dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal dengan j = 1).
(Representasi d untuk m genap dan n genap sama dengan representasi d
untuk m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 1(mod 3) dan n genap dengan
j = 1).
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−1
3
+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari n(m−1
3
) + n−1
3
+ 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari ΠS adalah |ΠS| = n(m−13 ) + n−13 + 1. Akan tetapi, ΠS belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi
partisi bintang dari graf Cn . Cm yaitu spd(Cn . Cm) ≤ n(m−13 ) + n−13 + 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cn . Cm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi
harus sebuah graf bintang K1,n; 1 ≤ n ≤ 2 sehingga dapat ditunjukkan
bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas |ΠS| = n(m−13 ) + n−13 , maka pasti
terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang
K1,n; 1 ≤ n ≤ 2. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas
partisi ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Cn . Cm). Tanpa mengurangi
keumuman, misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−1
3
} maka terdapat
kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu Sn(m−1
3
)+n−1
3
=
{yi,1|l = n−13 , 3(l− 1) + 1 ≤ i ≤ 3l}∪{yn,1}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS
dengan kardinalitas |ΠS| = n(m−13 ) + n−13 bukan merupakan partisi pembeda
bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf
Cn . Cm yaitu spd(Cn . Cm) ≥ n(m−13 ) + n−13 + 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(m−1
3
)+ n−1
3
+1 ≤ spd(Cn.Cm) ≤ n(m−13 )+ n−13 +1, maka dimensi
partisi bintang spd(Cn . Cm) = n(m−13 ) +
n−1
3
+ 1 untuk n ≡ 1(mod 3),
m ≡ 1(mod 3) dan m ≥ 5.
3. Untuk n ≡ 2(mod 3) dan m ≡ 1(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−2
3
+1} dengan:
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Sm−1
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−13 , 3(k − 1) + 2 ≤ j ≤ 3k + 1, 1 ≤ i ≤ n}
Sn(m−1
3
)+l = {yi,1|1 ≤ l ≤ n−23 , 3(l − 1) + 1 ≤ i ≤ 3l}
Sn(m−1
3
)+n−2
3
+1 = {yn−1,1yn,1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−1
3
(i−1)+k dan Sn(m−1
3
)+l
menginduksi sebuah graf bintang K1,2 dan Sn(m−1
3
)+n−2
3
+1 menginduksi
sebuah graf bintang K1,1. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul
v ∈ V (Cn . Cm) berbeda terhadap ΠS . Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf Cn . Cm untuk n ≡ 2(mod 3),
m ≡ 1(mod 3) dan m ≥ 5, sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m gasal dan n gasal.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m gasal dan n gasal sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal).
d = (t12bn
3
c−1, ..., t
12
bn
6
c+2, tbn6 c+1, t
11
bn
6
c, ..., t
11
1 , z
3, t91, ..., t
9
bn
6
c, tbn6 c+1, t
10
bn
6
c+2, ...,
t10bn
3
c−1, tbn3 c); z
3 = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; z3 = m − j + 1
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m; t9r = z3 + (1 + 3(p − 1) − i) + 3r dengan
1 ≤ r ≤ bn
6
c; t10r = z3 + (i − 3(p − 1) − 1) + 3bn3 c − 3r dengan
bn
6
c + 2 ≤ r ≤ bn
3
c − 1; tbn
6
c = z3 + 3bn6 c dengan i = 3(p − 1) + 1;
tbn
6
c+1 = z3 + 3bn6 c+ 1 dengan i = 3(p− 1) + 2 dan i = 3p; tbn3 c+1 = z3 + i
dengan 1 ≤ i ≤ bn
2
c; tbn
3
c+1 = z3 + n− i− 1 dengan bn2 c+ 1 ≤ i ≤ n− 2;
t11r = z
3 + (i − 3(p − 1) − 1) + 3r − 2 dengan 1 ≤ r ≤ bn
6
c;
t12s = z
3 + (1 + 3(p−1)− i) + 3bn
3
c−3r+ 2 dengan bn
6
c+ 2 ≤ r ≤ bn
3
c−1;
tbn
6
c+1” = z3 + 3bn6 c dengan i = 3p; tbn6 c+1” = z3 + 3bn6 c + 1 dengan
i = 3(p− 1) + 1 dan i = 3(p− 1) + 2; 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p.
d = (z31 , t
13
1 , ..., t
13
bn
6
c−1, tbn6 c, t
14
bn
6
c+1, ..., t
14
bn
3
c−1, z
3
2); z
3
1 = (j − 1) +
(1 + 3bn
3
c − i) + 2 dengan n − 1 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1;
z31 = m− j+ 2 + (1 + 3bn3 c− i) + 2 dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m; t13r = z31 + 3r
dengan 1 ≤ r ≤ bn
6
c−1; z32 = j−1 dengan 2 ≤ j ≤ bm2 c+1; z32 = m−j+1
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m; t14r = z32 + +(i − 3bn3 c − 1) + 3bn3 c − 3r − 2
dengan bn
6
c+ 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1; tbn
6
c = 3bn6 c+ 1 + z32 , untuk n− 1 ≤ i ≤ n.
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1
sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m gasal dan n gasal.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m gasal dan n gasal sama dengan repre-
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sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal dengan j = 1).
d = (t10bn
3
c−1, ..., t
10
bn
6
c+2, tbn6 c+1, t
9
bn
6
c, ..., t
9
1, z
3, t71, ..., t
7
bn
6
c, tbn6 c+1, t
9
bn
6
c+2, ...,
t9bn
3
c−1, tbn3 c); t
7
r = (1 + 3(p − 1) − i) + 3r dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c;
t8r = (i−3(p−1)−1)+3bn3 c−3r dengan bn6 c+2 ≤ r ≤ bn3 c−1; tbn6 c = 3bn6 c
dengan i = 3(p − 1) + 1; tbn
6
c+1 = 3bn6 c + 1 dengan i = 3(p − 1) + 2
dan i = 3p; tbn
3
c+1 = i dengan 1 ≤ i ≤ bn2 c; tbn3 c+1 = n − i − 1 dengan
bn
2
c+ 1 ≤ i ≤ n− 2; t9r = (i− 3(p− 1)− 1) + 3r− 2 dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c;
t10s = (1 + 3(p − 1) − i) + 3bn3 c − 3r + 2 dengan bn6 c + 2 ≤ r ≤ bn3 c − 1;
tbn
6
c+1” = 3bn6 c dengan i = 3p; tbn6 c+1” = 3bn6 c+ 1 dengan i = 3(p− 1) + 1
dan i = 3(p− 1) + 2; 1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p.
d = (z31 , t
11
1 , ..., t
11
bn
6
c−1, tbn6 c, t
12
bn
6
c+1, ..., t
12
bn
3
c−1, 0); z
3
1 = (1 + 3bn3 c − i) + 2
dengan n − 1 ≤ i ≤ n; t11r = z31 + 3r dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c − 1;
t12r = (i − 3bn3 c − 1) + 3bn3 c − 3r − 2 dengan bn6 c + 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1;
tbn
6
c = 3bn6 c+ 1, untuk n− 1 ≤ i ≤ n.
Representasi simpul graf Cn.Cm untukm genap dan n gasal sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m genap dan n gasal.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m genap dan n gasal sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m genap dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal).
(Representasi d untuk m genap dan n gasal sama dengan representasi d untuk
m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 2(mod 3) dan n gasal).
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m genap dan n gasal dengan j = 1
sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m genap dan n gasal.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m genap dan n gasal sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m genap dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal dengan j = 1).
(Representasi d untuk m genap dan n gasal sama dengan representasi d untuk
m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 2(mod 3) dan n gasal dengan j = 1).
Representasi simpul graf Cn.Cm untukm gasal dan n genap sebagai berikut:
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r(yi,j|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m gasal dan n genap.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m gasal dan n genap sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal).
d = (t12bn
3
c−1, ..., t
12
bn
6
c+1, t
11
bn
6
c, ..., t
11
1 , z
3, t91, ..., t
9
bn
6
c, t
10
bn
6
c+1, ..., t
10
bn
3
c−1, tbn3 c);
z3 = j − 1 dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; z3 = m − j + 1 dengan
bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m; t9r = z3 + (1 + 3(p− 1)− i) + 3r dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c;
t10r = z
3 + (i− 3(p− 1)− 1) + 3bn
3
c − 3r dengan bn
6
c+ 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1;
tbn
3
c = z3 + i dengan 1 ≤ i ≤ bn2 c − 1; tbn3 c = z3 + n − i dengan
bn
2
c ≤ i ≤ n−2; t11r = z3 +(i−3(p−1)−1)+3r−2 dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c;
t12s = z
3 + (1 + 3(p−1)− i) + 3bn
3
c−3r+ 2 dengan bn
6
c+ 1 ≤ r ≤ bn
3
c−1;
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p.
d = (z31 , t
13
1 , ..., t
13
bn
6
c−1, t
14
bn
6
c, ..., t
14
bn
3
c−1, z
3
2); z
3
1 = (j− 1) + (1 + 3bn3 c− i) + 2
dengan n−1 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ bm
2
c+1; z31 = m−j+1+(1+3bn3 c− i)+2
dengan bm
2
c+2 ≤ j ≤ m; t13r = z31 +3r dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c−1; z32 = j−1
dengan 2 ≤ j ≤ bm
2
c + 1; z32 = m − j + 1 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m;
t14r = z
3
2 + +(i − 3bn3 c − 1) + 3bn3 c − 3r − 2 dengan bn6 c ≤ r ≤ bn3 c − 1,
untuk n− 1 ≤ i ≤ n.
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m gasal dan n genap dengan j = 1
sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m gasal dan n genap.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m gasal dan n genap sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal dengan j = 1).
d = (t10bn
3
c−1, ..., t
10
bn
6
c+1, t
9
bn
6
c, ..., t
9
1, z
3, t71, ..., t
7
bn
6
c, t
8
bn
6
c+1, ..., t
8
bn
3
c−1, tbn3 c);
t7r = (1 + 3(p − 1) − i) + 3r dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c; t8r =
(i − 3(p − 1) − 1) + 3bn
3
c − 3r dengan bn
6
c + 1 ≤ r ≤ bn
3
c − 1;
tbn
3
c = i dengan 1 ≤ i ≤ bn2 c − 1; tbn3 c = n − i dengan
bn
2
c ≤ i ≤ n − 2; t9r = (i − 3(p − 1) − 1) + 3r − 2 dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c;
t10s = (1 + 3(p − 1) − i) + 3bn3 c − 3r + 2 dengan bn6 c + 1 ≤ r ≤ bn3 c − 1;
1 ≤ p ≤ bn
3
c, 3(p− 1) + 1 ≤ i ≤ 3p.
d = (z31 , t
13
1 , ..., t
13
bn
6
c−1, t
14
bn
6
c, ..., t
14
bn
3
c−1, z
3
2); z
3
1 = (1 + 3bn3 c − i) + 2
dengan n − 1 ≤ i ≤ n; t11r = z31 + 3r dengan 1 ≤ r ≤ bn6 c − 1;
t12r = (i − 3bn3 c − 1) + 3bn3 c − 3r − 2 dengan bn6 c ≤ r ≤ bn3 c − 1, untuk
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n− 1 ≤ i ≤ n.
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m genap dan n genap sebagai
berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m genap dan n genap.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m genap dan n genap sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m genap dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal).
(Representasi d untuk m genap dan n genap sama dengan representasi d
untuk m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 2(mod 3) dan n genap).
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m genap dan n genap dengan j = 1
sebagai berikut:
r(yi,1|ΠS) = (ai−1, b, cn−i, d); 1 ≤ i ≤ n, m genap dan n genap.
(Representasi ai−1, b, cn−i untuk m genap dan n genap sama dengan repre-
sentasi ai−1, b, cn−i untuk m ≡ 1(mod 3) dan m genap dan n ≡ 0(mod 3)
dan n gasal dengan j = 1).
(Representasi d untuk m genap dan n genap sama dengan representasi d
untuk m ≡ 1(mod 3) dan m gasal dan n ≡ 2(mod 3) dan n genap dengan
j = 1).
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−2
3
+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari n(m−1
3
) + n−2
3
+ 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari ΠS adalah |ΠS| = n(m−13 ) + n−23 + 1. Akan tetapi, ΠS belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi
partisi bintang dari graf Cn . Cm yaitu spd(Cn . Cm) ≤ n(m−13 ) + n−23 + 1.
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cn .
Cm dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertim-
bangkan bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas
partisi harus sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS
mempunyai kardinalitas |ΠS| = n(m−13 ) + n−23 , maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang. Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi ΠS merupakan simpul-
simpul dari V (Cn . Cm). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ΠS =
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{S1, S2, S3, ..., Sn(m−1
3
)+n−2
3
} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaitu Sn(m−1
3
)+n−2
3
= {yi,1|l = n−23 , 3(l − 1) + 1 ≤
i ≤ 3l} ∪ {yn,1}. Sehingga diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas
|ΠS| = n(m−13 ) + n−23 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cn . Cm yaitu
spd(Cn . Cm) ≥ n(m−13 ) + n−23 + 1.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(m−1
3
)+ n−2
3
+1 ≤ spd(Cn.Cm) ≤ n(m−13 )+ n−23 +1, maka dimensi
partisi bintang spd(Cn . Cm) = n(m−13 ) +
n−2
3
+ 1 untuk n ≡ 2(mod 3),
m ≡ 1(mod 3) dan m ≥ 5.
Kasus 3: Untuk m ≡ 2(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf Cn . Cm dapat dilihat pada Gambar 4.29 (b). Misalkan
ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−2
3
)+n} dengan:
Sm−2
3
(i−1)+k = {yi,j|1 ≤ k ≤ m−23 , 3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2, 1 ≤ i ≤ n}
Sn(m−2
3
)+i = {yi,j|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ 2}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sm−2
3
(i−1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K1,2 dan Sn(m−2
3
)+i menginduksi sebuah graf bintang K1,1. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v ∈ V (Cn . Cm) berbeda terhadap ΠS . Dari
hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf Cn .Cm untuk
m ≡ 2(mod 3), sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+2, tbm6 c+1”, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, tbm6 c+1,
t2bm
6
c+2, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = (3 + 3(k − 1) − j) + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c;
t2l = (j−3(k−1)−3)+3bm3 c−3l dengan bm6 c+2 ≤ l ≤ bm3 c−1; tbm6 c+1 = 3bm6 c
dengan j = 3(k − 1) + 3; tbm
6
c+1 = 3bm6 c + 1 dengan j = 3(k − 1) + 4 dan
j = 3k + 2; t3l = (j − 3(k − 1)− 3) + 3l − 2 dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c;
t4l = (3 + 3(k − 1) − j) + 3bm3 c − 3l + 2 dengan bm6 c + 2 ≤ l ≤ bm3 c − 1;
tbm
6
c+1” = 3bm6 c dengan j = 3k+ 2; tbm6 c+1” = 3bm6 c+ 1 dengan j = 3(k− 1) + 3
dan j = 3(k − 1) + 4, 1 ≤ k ≤ bm
3
c; 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2,
1 ≤ i ≤ n, m gasal.
Representasi cn−i untuk m gasal sebagai berikut:
c = (z11 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
bn
2
c, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, z
2
bn
2
c+1,
t71, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
n−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1); z
1
s =
(j + 1) + s dengan 3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; z1s = (m − j + 3) + s
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dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t5l = z1s + 3l dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1;
t6l = (j + s) + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1, 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ s ≤ bn
2
c; t6l = (m− j + s+ 2) + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1,
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; z2s = (j + 1) + n − s dengan
3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; z2s = (m − j + 3) + n − s
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t7l = z2s + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t8l = (j + n− s) + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1,
3 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; t8l = (m− j+n− s+ 2) + 3bm3 c− 3l− 2
dengan bm
6
c ≤ l ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1.
Representasi ai−1 untuk m gasal sebagai berikut:
a = (z2n−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
bn
2
c+1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1,
z1bn
2
c, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
1 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1s = (j + 1) + s dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ s ≤ bn2 c; z1s = (m − j + 3) + s
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t5l = z1s + 3l dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1;
t6l = (j + s) + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1, 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ s ≤ bn
2
c; t6l = (m− j + s+ 2) + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1,
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; z2s = (j + 1) + n − s dengan
3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; z2s = (m − j + 3) + n − s
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t7l = z2s + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t8l = (j + n− s) + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1,
3 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; t8l = (m− j+n− s+ 2) + 3bm3 c− 3l− 2
dengan bm
6
c ≤ l ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1.
Representasi d untuk m gasal sebagai berikut:
d = (t10n−1, ..., t
10
bn
2
c+1, t
9
bn
2
c, ..., t
9
1, z
3, t91, ..., t
9
bn
2
c, t
10
bn
2
c+1, ..., t
10
n−1); z
3 = j − 2 dengan
3 ≤ j ≤ bm
2
c+1; z3 = m− j+1 dengan bm
2
c+2 ≤ j ≤ m; t9s = j+s−1 dengan
3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t9s = m − j + s + 1 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m,
1 ≤ s ≤ bn
2
c; t10s = j + n− s− 1 dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, bn2 c+ 1 ≤ s ≤ n− 1;
t10s = m+ n− j − s+ 1 dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m, bn2 c+ 1 ≤ s ≤ n− 1.
Representasi simpul graf Cn .Cm untukm gasal dengan j ∈ {1, 2} sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, 3− j, t11, ..., t1bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = (3− j) + 3l
dengan 1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t2l = j + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1;
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ 2, m gasal.
Representasi cn−i untuk m gasal dengan j ∈ {1, 2} sebagai berikut:
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
bn
2
c, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, z
2
bn
2
c+1,
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t51, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
n−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1); z
1
s =
(1 + j) + s dengan 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t3l = z1s + 3l dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1;
t4l = j + 3bm3 c − 3l + s − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1, 1 ≤ s ≤ bn2 c;
z2s = n − s + (1 + j) dengan bn2 c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t5l = z2s + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t6l = n − s + j + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1,
bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; 1 ≤ j ≤ 2.
Representasi ai−1 untuk m gasal dengan j ∈ {1, 2} sebagai berikut:
a = (z2n−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
bn
2
c+1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1,
z1bn
2
c, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
1 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z1s = (1 + j) + s dengan 1 ≤ s ≤ bn2 c; t3l = z1s + 3l dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1;
t4l = j + 3bm3 c − 3l + s − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1, 1 ≤ s ≤ bn2 c;
z2s = n − s + (1 + j) dengan bn2 c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t5l = z2s + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t6l = n − s + j + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1,
bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; 1 ≤ j ≤ 2.
Representasi d untuk m gasal dengan j ∈ {1, 2} sebagai berikut:
d = (t8n−1, ..., t
8
bn
2
c+1, t
7
bn
2
c, ..., t
7
1, 0, t
7
1, ..., t
7
bn
2
c, t
8
bn
2
c+1, ..., t
8
n−1); t
7
s = s + (j − 1)
dengan 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t8s = n−s+(j−1) dengan bn2 c+1 ≤ s ≤ n−1; 1 ≤ j ≤ 2.
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m genap sebagai berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, t4bm
3
c−1, ..., t
4
bm
6
c+1, t
3
bm
6
c, ..., t
3
1, 0, t
1
1, ..., t
1
bm
6
c, t
2
bm
6
c+1, ..., t
2
bm
3
c−1,
cn−i, d); t1l = (3 + 3(k − 1) − j) + 3l dengan 1 ≤ l ≤ bm6 c;
t2l = (j − 3(k − 1) − 3) + 3bm3 c − 3l dengan bm6 c + 1 ≤ l ≤ bm3 c − 1; t3l =
(j−3(k−1)−3)+3l−2 dengan 1 ≤ l ≤ bm
6
c; t4l = (3+3(k−1)−j)+3bm3 c−3l+2
dengan bm
6
c + 1 ≤ l ≤ bm
3
c − 1; 1 ≤ k ≤ bm
3
c, 3(k − 1) + 3 ≤ j ≤ 3k + 2,
1 ≤ i ≤ n dan m genap.
Representasi cn−i untuk m genap sebagai berikut:
c = (z11 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
bn
2
c, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, z
2
bn
2
c+1,
t71, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
n−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1); z
1
s =
(j + 1) + s dengan 3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; z1s = (m − j + 3) + s
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t5l = z1s + 3l dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1;
t6l = (j + s) + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1, 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ s ≤ bn
2
c; t6l = (m− j + s+ 2) + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1,
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; z2s = (j + 1) + n − s dengan
3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; z2s = (m − j + 3) + n − s
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t7l = z2s + 3l dengan
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1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t8l = (j + n− s) + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1,
3 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; t8l = (m− j+n− s+ 2) + 3bm3 c− 3l− 2
dengan bm
6
c ≤ l ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1.
Representasi ai−1 untuk m genap sebagai berikut:
a = (z2n−1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1, ..., z
2
bn
2
c+1, t
7
1, ..., t
7
bm
6
c−1, t
8
bm
6
c, ..., t
8
bm
3
c−1,
z1bn
2
c, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
1
1 , t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1s = (j + 1) + s dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1, 1 ≤ s ≤ bn2 c; z1s = (m − j + 3) + s
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t5l = z1s + 3l dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1;
t6l = (j + s) + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1, 3 ≤ j ≤ bm2 c + 1,
1 ≤ s ≤ bn
2
c; t6l = (m− j + s+ 2) + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1,
bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; z2s = (j + 1) + n − s dengan
3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; z2s = (m − j + 3) + n − s
dengan bm
2
c + 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t7l = z2s + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t8l = (j + n− s) + 3bm3 c − 3l − 2 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1,
3 ≤ j ≤ bm
2
c+ 1, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; t8l = (m− j+n− s+ 2) + 3bm3 c− 3l− 2
dengan bm
6
c ≤ l ≤ bm
3
c − 1, bm
2
c+ 2 ≤ j ≤ m, bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1.
Representasi d untuk m genap sebagai berikut:
d = (t10n−1, ..., t
10
bn
2
c+1, t
9
bn
2
c, ..., t
9
1, z
3, t91, ..., t
9
bn
2
c, t
10
bn
2
c+1, ..., t
10
n−1); z
3 = j − 2 dengan
3 ≤ j ≤ bm
2
c+1; z3 = m− j+1 dengan bm
2
c+2 ≤ j ≤ m; t9s = j+s−1 dengan
3 ≤ j ≤ bm
2
c + 1, 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t9s = m − j + s + 1 dengan bm2 c + 2 ≤ j ≤ m,
1 ≤ s ≤ bn
2
c; t10s = j + n− s− 1 dengan 3 ≤ j ≤ bm2 c+ 1, bn2 c+ 1 ≤ s ≤ n− 1;
t10s = m+ n− j − s+ 1 dengan bm2 c+ 2 ≤ j ≤ m, bn2 c+ 1 ≤ s ≤ n− 1.
Representasi simpul graf Cn . Cm untuk m genap dengan j ∈ {1, 2} sebagai
berikut:
r(yi,j|ΠS) = (ai−1, (3−j), t11, ..., t1bm
6
c−1, t
2
bm
6
c, ..., t
2
bm
3
c−1, cn−i, d); t
1
l = (3−j)+3l
dengan 1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t2l = j + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1;
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ 2, m genap.
Representasi cn−i untuk m genap dengan j ∈ {1, 2} sebagai berikut:
c = (z11 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
bn
2
c, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1,
z2bn
2
c+1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
n−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1);
z1s = (j + 1) + s dengan 1 ≤ s ≤ bn2 c; t3l = z1s + 3l dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1;
t4l = j + 3bm3 c − 3l + s − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1, 1 ≤ s ≤ bn2 c;
z2s = n − s + (j + 1) dengan bn2 c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t5l = z2s + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t6l = n − s + j + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1,
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bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; 1 ≤ j ≤ 2.
Representasi ai−1 untuk m genap dengan j ∈ {1, 2} sebagai berikut:
a = (z2n−1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1, ..., z
2
bn
2
c+1, t
5
1, ..., t
5
bm
6
c−1, t
6
bm
6
c, ..., t
6
bm
3
c−1,
z1bn
2
c, t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1, ..., z
1
1 , t
3
1, ..., t
3
bm
6
c−1, t
4
bm
6
c, ..., t
4
bm
3
c−1);
z1s = (j + 1) + s dengan 1 ≤ s ≤ bn2 c; t3l = z1s + 3l dengan 1 ≤ s ≤ bm6 c − 1;
t4l = j + 3bm3 c − 3l + s − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1, 1 ≤ s ≤ bn2 c;
z2s = n − s + (j + 1) dengan bn2 c + 1 ≤ s ≤ n − 1; t5l = z2s + 3l dengan
1 ≤ l ≤ bm
6
c − 1; t6l = n − s + j + 3bm3 c − 3l − 3 dengan bm6 c ≤ l ≤ bm3 c − 1,
bn
2
c+ 1 ≤ s ≤ n− 1; 1 ≤ j ≤ 2.
Representasi d untuk m genap dengan j ∈ {1, 2} sebagai berikut:
d = (t8n−1, ..., t
8
bn
2
c+1, t
7
bn
2
c, ..., t
7
1, 0, t
7
1, ..., t
7
bn
2
c, t
8
bn
2
c+1, ..., t
8
n−1); t
7
s = s + (j − 1)
dengan 1 ≤ s ≤ bn
2
c; t8s = n−s+(j−1) dengan bn2 c+1 ≤ s ≤ n−1; 1 ≤ j ≤ 2.
Jadi ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m−2
3
)+n} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n(m−2
3
) + n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ΠS adalah |ΠS| =
n(m−2
3
+ 1) = n(m+1
3
). Akan tetapi, ΠS belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf Pn.Cm
yaitu spd(Cn . Cm) ≤ n(m+13 ).
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf Cn . Cm
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika ΠS mempunyai kardinalitas
|ΠS| = n(m+13 ) − 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ΠS merupakan simpul-simpul dari V (Cn . Cm). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ΠS = {S1, S2, S3, ..., Sn(m+1
3
)−1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sn(m+1
3
)−1 = {yi,1yi,m|n − 1 ≤≤ n}. Sehingga
diperoleh bahwa ΠS dengan kardinalitas |ΠS| = n(m+13 ) − 1 bukan merupakan
partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang
dari graf Cn . Cm yaitu spd(Cn . Cm) ≥ n(m+13 ).
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m+1
3
) ≤ spd(Cn .Cm) ≤ n(m+13 ), maka dimensi partisi bintang spd(Cn .Cm) =
n(m+1
3
) untuk m ≡ 2(mod 3).
Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa untuk spd(Cn .
Cm) = n(
m
3
) untuk m ≡ 0(mod 3) dan m ≥ 5 dan spd(Cn . Cm) = n(m+13 )
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untuk m ≡ 2(mod 3) sehingga pada kedua nilai m tersebut dapat digabungkan
sedemikian spd(Cn . Cm) = ndm3 e. Sedangkan spd(Cn . Cm) = n(m−13 ) + n3
untuk m ≡ 1(mod 3), m ≥ 5 dan n ≡ 0(mod 3), spd(Cn . Cm) = n(m−13 ) + n+23
untuk m ≡ 1(mod 3), m ≥ 5 dan m ≡ 1(mod 3), m ≥ 5 dan spd(Cn . Cm) =
n(m−1
3
) + n+1
3
untuk m ≡ 1(mod 3), m ≥ 5 dan n ≡ 2(mod 3) dapat ditulis
spd(Cn . Cm) = nbm3 c+ dn3 e. 2
4.3 Hubungan antara Dimensi Partisi dan Dimensi Partisi Bintang pada Graf
Hasil Operasi Comb Dua Graf Terhubung
Berdasarkan hasil yang diperoleh pada subbab 4.1 sampai 4.2, dapat dituliskan
kembali hasil mengenai dimensi partisi dan dimensi partisi bintang untuk masing-
masing graf hasil operasi comb seperti pada Tabel 4.1 dan Tabel 4.2.
Dari kedua tabel tersebut dapat dilihat bahwa dapat disimpulkan hubungan
antara dimensi partisi dengan dimensi partisi bintang pada graf hasil operasi comb.
Secara umum, terdapat hubungan antara dimensi partisi dengan dimensi partisi
bintang sebagaimana dapat ditunjukkan dengan mengambil Teorema 4.1 menun-
jukkan bahwa pd(Cm .δ Pn) = 3 untuk m ≥ 3, n ≥ 2 dan Teorema 4.13 menun-
jukkan bahwa spd(Cm .δ Pn) = mdn3 e untuk n ≡ 0(mod 3), n ≡ 2(mod 3) dan
spd(Cm .δ Pn) = mbn3 c + dm3 e untuk n ≡ 1(mod 3) dan untuk kasus khususnya
sebagai berikut:
• Untuk m = 3 dan n = 2 didapat pd(C3 .δ P2) = 3 dan spd(C3 .δ P2) = 3
sehingga dapat ditunjukkan bahwa pd(C3 .δ P2) = spd(C3 .δ P2) = 3
• Untuk m = 4 dan n = 2 didapat pd(C4 .δ P2) = 3 dan spd(C4 .δ P2) = 4
sehingga dapat ditunjukkan bahwa pd(C3 .δ P2) < spd(C3 .δ P2) = 4
• Untukm ≥ 3 dan n ≥ 2 dapat ditunjukkan bahwa pd(Cm.δPn) ≤ spd(Cm.δ
Pn)
Untuk graf hasil operasi comb selain Cm .δ Pn dapat ditunjukkan bahwa nilai
dimensi partisi graf hasil operasi comb lebih kecil dari nilai dimensi partisi bintang
graf hasil operasi comb. Sehingga untuk graf G dan H didapatkan bahwa pd(G .
H) ≤ spd(G . H).
Dalam Teorema 2.4 merujuk dari Marinescu dan Ghemeci (2012) menyatakan
bahwa terdapat hubungan antara dimensi partisi dan dimensi partisi bintang graf
217
Tabel 4.1: Ringkasan Dimensi Partisi pada Graf Hasil Operasi Comb Dua Graf
Terhubung
No Graf Dimensi Partisi
1. Cm .δ Pn Untuk simpul graf Lintasan Pn yang dilekatkan berderajat satu maka
pd(Cm .−δPn) = 3
2. Cm .∆ Pn Untuk simpul graf Lintasan Pn yang dilekatkan berderajat dua maka
pd(Cm .∆ Pn) =
{
3, jika m ∈ {3, 4}
4, jika m ≥ 5
3. Pn . Cm pd(Pn . Cm) =

3, jika m genap dan n ∈ {2, 3}
m gasal dan n = 2
4, jika m genap dan n ≥ 4
m gasal dan n ≥ 3
4. Km .δ Pn Untuk simpul graf Lintasan Pn yang dilekatkan berderajat satu maka
pd(Km .δ Pn) = m
5. Km .∆ Pn Untuk simpul graf Lintasan Pn yang dilekatkan berderajat dua maka
pd(Km .∆ Pn) = m
6. Pn . Km pd(Pn . Km) =
{
m, jika n ≤ m
m+ 1, jika n > m
7. Kn . Km pd(Kn . Km) =
{
n, jika m ≤ n
m, jika m > n
8. Pn .δ Pm Untuk simpul graf Lintasan Pm yang dilekatkan berderajat satu maka
pd(Pn .δ Pm) =
{
2, jika n = 2
3, jika n ≥ 3
9. Pn .∆ Pm Untuk simpul graf Lintasan Pm yang dilekatkan berderajat dua maka
pd(Pn .∆ Pm) = 3
10. Cm . Kn pd(Cm . Kn) =
{
n, jika m ≤ n
n+ 1, jika m > n
11. Kn . Cm pd(Kn . Cm) = n
12. Cn . Cm pd(Cn . Cm) =
{
3, jika n = 3
4, jika n ≥ 4
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Tabel 4.2: Ringkasan Dimensi Partisi Bintang pada Graf Hasil Operasi Comb Dua
Graf Terhubung
No Graf Dimensi Partisi Bintang
1. Cm .δ Pn Untuk simpul graf Lintasan Pn yang dilekatkan berderajat satu maka
spd(Cm .δ Pn) =
{
mdn3 e, jika n ≡ 0(mod3), n ≡ 2(mod3)
mbn3 c+ dm3 e, jika n ≡ 1(mod3)
2. Cm .∆ Pn Untuk simpul graf Lintasan Pn yang dilekatkan berderajat dua maka
spd(Cm .∆ Pn) =

mdn3 e, jika n ≡ 0(mod 3), n ≡ 2(mod 3)
dan n ≡ 1(mod 3), 1 < i < n,
i 6= 1(mod 3)
mbn3 c+ dm3 e, jika n ≡ 1(mod 3), 1 < i < n,
i ≡ 1(mod 3)
3. Pn . Cm spd(Pn . Cm) =

ndm3 e, jika m ≡ 0(mod 3), m ≡ 2(mod 3)
dan m ≥ 5
nbm3 c+ dn3 e, jika m ≡ 1(mod 3) dan m ≥ 5
4. Km .δ Pn Untuk simpul graf Lintasan Pn yang dilekatkan berderajat satu maka
spd(Km .δ Pn) =
{
mdn3 e, jika n ≡ 0(mod3) dan n ≡ 2(mod3)
mbn3 c+ 1, jika n ≡ 1(mod3)
5. Km .∆ Pn Untuk simpul graf Lintasan Pn yang dilekatkan berderajat dua maka
spd(Km .∆ Pn) =

mdn3 e, jika n ≡ 0(mod 3), n ≡ 2(mod 3)
dan n ≡ 1(mod 3), 1 < i < n,
i 6= 1(mod 3)
mbn3 c+ 1, jika n ≡ 1(mod 3), 1 < i < n,
i ≡ 1(mod 3)
6. Pn . Km spd(Pn . Km) = spd(Kn . Km) = n(m− 1)
7. Pn .δ Pm Untuk simpul graf Lintasan Pm yang dilekatkan berderajat satu maka
spd(Pn .δ Pm) =
{
ndm3 e, jika m ≡ 0(mod 3) dan m ≡ 2(mod 3)
nbm3 c+ dn3 e, jika m ≡ 1(mod 3)
8. Pn .∆ Pm Untuk simpul graf Lintasan Pm yang dilekatkan berderajat dua maka
spd(Pn .∆ Pm) =

ndm3 e, jika m ≡ 0(mod 3), m ≡ 2(mod 3)
dan m ≡ 1(mod 3), 1 < j < m,
j 6= 1(mod 3)
nbm3 c+ dn3 e, jika m ≡ 1(mod 3), 1 < j < m,
j ≡ 1(mod 3)
9. Cm . Kn spd(Cm . Kn) = m(n− 1)
10. Kn . Cm spd(Kn . Cm) =
{
ndm3 e, jika m ≡ 0(mod 3), m ≡ 2(mod 3)
nbm3 c+ 1, jika m ≡ 1(mod 3)
11. Cn . Cm spd(Cn . Cm) =
{
ndm3 e, jika m ≡ 0(mod 3), m ≡ 2(mod 3)
nbm3 c+ dn3 e, jika m ≡ 1(mod 3)219
terhubung G yaitu 3 ≤ pd(G) ≤ spd(G) sehingga didapatkan suatu Akibat 4.1
sebagai berikut:
Akibat 4.1. Misalkan G dan H adalah graf terhubung, G . H adalah graf hasil
operasi comb G dan H. Maka, dimensi partisi dan dimensi partisi bintang graf
terhubung adalah
2 ≤ pd(G . H) ≤ spd(G . H)
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BAB V
SIMPULAN DAN SARAN
5.1 Simpulan
Penelitian dalam tesis ini telah memberikan kontribusi dalam bidang dimensi
pastisi dan dimensi partisi bintang sebuah graf terhubung G. Tesis ini memberikan
hasil baru, seperti graf hasil operasi comb antara dua graf terhubung.
Dimensi partisi graf hasil operasi comb F ∼= G.H adalah 2 jika F ∼= Pn .δ Pm
untuk n = 2 dan simpul pelekatan graf lintasan Pm berderajat satu. Selanjutnya,
dimensi partisi graf hasil operasi comb F ∼= G . H adalah 3 jika F ∼= Cm .δ Pn
dengan simpul pelekatan graf lintasan Pn berderajat satu, jika F ∼= Cm.∆Pn dengan
simpul pelekatan graf lintasan Pn berderajat dua dan m ∈ {3, 4}, jika F ∼= Pn .Cm
dengan m genap dan n ∈ {2, 3} atau m gasal dan n = 2, jika F ∼= Pn .δ Pm dengan
simpul pelekatan graf lintasan Pm berderajat satu dengan n ≥ 3, jika F ∼= Cn . Cm
dengan n = 3 dan jika F ∼= Pn .∆ Pm dengan simpul pelekatan graf lintasan Pm
berderajat dua. Dimensi partisi graf hasil operasi comb F ∼= G . H adalah 4 jika
F ∼= Cm .∆ Pn dengan simpul pelekatan graf lintasan Pn berderajat dua untuk
m ≥ 5, jika F ∼= Pn . Cm dengan m genap dan n ≥ 4 atau m gasal dan n ≥ 3 dan
jika F ∼= Cn . Cm dengan n ≥ 4.
Demikian juga untuk dimensi partisi graf hasil operasi comb F ∼= G.H adalah
n, jika F ∼= Kn . Km untuk m ≤ n, jika F ∼= Cm . Kn untuk m ≤ n dan jika
F ∼= Kn . Cm. Dimensi partisi graf hasil operasi comb F ∼= G . H adalah m, jika
F ∼= Kn . Km untuk m > n, jika F ∼= Km . Pn dan jika F ∼= Pn . Km untuk
n ≤ m. Selanjutnya, dimensi partisi graf hasil operasi comb Pn .Km, adalah m+ 1
jika n > m dan dimensi partisi graf hasil operasi comb Cm . Kn, adalah n+ 1 jika
m > n.
Kami juga memperoleh dimensi partisi bintang G . H untuk graf G dan H ,
meliputi graf lengkap, graf lintasan dan graf lingkaran. Dimensi partisi bintang graf
hasil operasi comb F ∼= G . H adalah mdn3 e, jika F ∼= Cm .δ Pn atau Km .δ Pn
dengan simpul pelekatan graf lintasan Pn berderajat satu untuk n ≡ 0(mod3) atau
n ≡ 2(mod3) dan mbn
3
c + dm
3
e jika F ∼= Cm .δ Pn atau Km .δ Pn dengan simpul
pelekatan graf lintasan Pn berderajat satu untuk n ≡ 1(mod3). Dimensi partisi
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bintang graf hasil operasi comb F ∼= G . H adalah ndm3 e, jika F ∼= Pn . Cm,
Kn . Cm dan Cn . Cm dengan m ≡ 0(mod3) atau m ≡ 2(mod3), m ≥ 5 dan
nbm
3
c + dn
3
e jika F ∼= Pn . Cm atau Cn . Cm untuk m ≡ 1(mod3) dengan m ≥ 5
dan nbm
3
c + 1 jika F ∼= Kn . Cm untuk m ≡ 1(mod3) dengan m ≥ 5. Kemudian,
didapatkan dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb F ∼= G.H adalah ndm3 e,
jika F ∼= Pn .δ Pm dengan simpul pelekatan graf lintasan Pm berderajat satu untuk
n ≡ 0(mod3) atau n ≡ 2(mod3) dan nbm
3
c+dn
3
e jika F ∼= Pn.δPm dengan simpul
pelekatan graf lintasan Pm berderajat satu untuk n ≡ 1(mod3).
Selanjutnya, dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb F ∼= G . H adalah
n(m− 1), jika F ∼= Kn . Km untuk n,m ≥ 3 atau F ∼= Pn . Km untuk n ≥ 2 dan
m ≥ 3. dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb F ∼= G.H adalahm(n−1),
jika F ∼= Cm . Kn untuk n,m ≥ 3. Demikian juga, kami juga mendapatkan
dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb F ∼= G . H adalah mdn3 e, jika
F ∼= Cm .∆ Pn atau Km .∆ Pn dengan simpul pelekatan graf lintasan Pn berderajat
dua untuk n ≡ 0(mod3), n ≡ 2(mod3) dan n ≡ 1(mod3) untuk 1 < i < n
dengan i ≡ 1(mod 3) dan mbn
3
c + dm
3
e jika F ∼= Cm .∆ Pn atau Km .∆ Pn
dengan simpul pelekatan graf lintasan Pn berderajat dua untuk n ≡ 1(mod3) untuk
1 < i < n dengan i 6= 1(mod 3). Dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb
F ∼= G . H adalah ndm3 e, jika F ∼= Pn .∆ Pm dengan simpul pelekatan graf
lintasan Pm berderajat dua untuk m ≡ 0(mod3), m ≡ 2(mod3) dan m ≡ 1(mod3)
untuk 1 < j < m dengan j ≡ 1(mod 3) dan nbm
3
c + dn
3
e jika F ∼= Pn .∆ Pm
dengan simpul pelekatan graf lintasan Pm berderajat dua untukm ≡ 1(mod3) untuk
1 < j < m dengan j 6= 1(mod 3).
Kami telah mendapatkan batas bawah dan batas atas dimensi partisi G . H
untuk graf G dan H , meliputi graf lengkap, graf lintasan dan graf lingkaran.
Kami menyatakannya dalam dimensi partisi G . H yaitu max{pd(G), pd(H)} ≤
pd(G.H) ≤ pd(G)+pd(H) dan didapatkan suatu relasi antara dimensi partisi dan
dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb dua graf terhubung G dan H adalah
2 ≤ pd(G . H) ≤ spd(G . H)
5.2 Saran
Pada penelitian ini dimensi partisi dan dimensi partisi bintang terdapat masalah
terbuka yang dapat digunakan sebagai titik tolak penelitian dalam bidang dimensi
partisi dan dimensi partisi bintang dari suatu graf terhubung:
a. Menentukan dimensi partisi graf hasil operasi comb G . H untuk sebarang
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graf G dan H .
b. Menentukan dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb G . H untuk
sebarang graf G dan H .
c. Menentukan dimensi partisi pada graf hasil operasi comb G . H untuk graf
dasar yang tidak sederhana misal graf tak terhubung, graf yang memiliki loop,
graf yang bersisi ganda dan graf berarah.
d. Menentukan dimensi partisi bintang pada graf hasil operasi combG.H untuk
graf dasar yang tidak sederhana misal graf tak terhubung, graf yang memiliki
loop, graf yang bersisi ganda dan graf berarah.
e. Membuktian batas atas dan batas bawah dimensi partisi graf hasil
operasi comb dua graf terhubung G dan H untuk sebarang graf yaitu
max{pd(G), pd(H)} ≤ pd(G . H) ≤ pd(G) + pd(H).
f. Menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang graf hasil
operasi comb G . H untuk sebarang graf G dan H .
g. Menentukan relasi antara dimensi partisi bintang graf G dan H dengan
dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb G . H .
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